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AVERTISSEMENT. 


Cet Ouvrage est le résumé des Leçons que j'ai 
professées à la Sorbonne, dans la Chaire que la 
Faculté des Sciences m'a fait l’honneur de me 
confier cette année (1848). 

Entièrement libre du choix des matières de mon 
Cours, J'ai développé la théorie de la résolution 
algébrique des équations, et les questions incidentes 
qui s’y rattachent. Je crois n'avoir omis aucun des 
faits principaux acquis à cette partie de la science. 

ln La connaissance de l’Algèbre élémentaire, telle 

= qu'elle est exposée dans l’excellent ouvrage de 
M. Lefébure de Fourcy, suffit pour l'intelligence 
des théories les plus importantes de ce livre. Toute- 

2 fois, j'ai cru pouvoir faire usage du calcul diffé- 

© rentiel et du calcul intégral, dans un petit nombre 
de passages. 

Ces rédactions n'avaient pas été d’abord destinées 
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à l’impression : en les publiant, j'ai cédé au vœu 
exprimé par MM. les Professeurs qui m'ont fait 
l'honneur de suivre mon Cours. Je m’estimerai heu- 
reux si je contribue, par là, à propager l'étude d'une 
des parties les plus intéressantes et les moins connues 


de l'analyse. 
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Introduction, — Des fonctions symétriques. — Détermination des sommes 
de puissances semblables des racines d’une équation. 


Introduction. 


L’Algèbre est, à proprement parler, l’Ænalyse des 
équations; les diverses théories partielles qu’elle com - 
prend se rattachent toutes, plus ou moins, à cet objet 
principal. A ce point de vue, l’Algèbre peut se diviser 
en trois parties bien distinctes : 

1°. La théorie générale des équations, c'est-à-dire 
l’ensemble des propriétés qui sont communes à toutes les 
équations ; 

2°, La résolution des équations numériques, e’est-à- 
dire la détermination des valeurs exactes ou approchées 
des racines d’une équation dont les coefficients sont donnés 
en nombres; 

3°. La résolution algébrique des équations, c’esi-à- 
dire la détermination d’une expression composée avec les 
coefficients d’une équation donnée, et qui, substituée à 
l’inconnue, satisfasse identiquement à cette équation, 
soit que les coefficients de l'équation proposée soient ru- 
mériquement donnés, soit qu'étant simplement consi- 
dérés comme connus, ils restent indéterminés et repré- 
sentés par des lettres. | 

Je me propose, dans ce Cours, d'exposer spécialement 
les recherches que les géomètres ont entreprises jusqu’à 
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nos jours sur la résolution algébrique des équations, en 
admettant comme connues les propriétés générales des 
équations, et la plupart des principes sur lesquels repose 
leur résolution numérique. Je me réserve, toutefois, de 
revenir sur quelques points principaux de ces deux théo- 
ries, qui se rattachent à l’objet de nos“investigations. 

Sans prétendre faire ici l’histoire complète de l’AI- 
gébre, je crois devoir, dès à présent, donner un apercu 
des principaux résultats acquis à cette partie de la science 
que nous allons étudier. 

Il serait difficile de dire à qui nous devons la résolution 
des équations du second degré; elle se trouve dans le livre 
de Diophante, et, comme le fait remarquer Lagrange 
dans son Traité de la Résolution des équations numé- 
riques, elle ressort naturellement de quelques proposi- 
ons d’Euclide. Luc Paciolo, qui publia en 1494, à Ve- 
nise, le premier livre d’Algèbre paru en Europe, ne fait 
aucune mention de Diophante, et laisse supposer que les 
algébristes italiens avaient appris des Arabes ce qu'ils 
savaient d’algèbre, c’est-à-dire la résolution des équations 
du premier et du second degré. 

La résolution des équations du troisième degré est due 
à deux géomètres italiens du xvi‘ siècle, Scipion Ferrei 
et Tartaglia; mais on ignore par quel chemin ils y ont 
été conduits , et la formule qui représente les trois racines 
de l’équation du troisième degré est communément" ap- 
pelée la formule de Cardan. 

C'est aussi à un géomètre italien, Louis Ferrari, dis- 
ciple de Cardan, que l’on doit la résolution de l’équa- 
tion du quatrième degré. Depuis, plusieurs méthodes, 
que nous indiquerons successivement, ont été proposées 
pour la résolution des équations du troisième et du qua- 
ième degré; mais Lagrange a montré, dans un excel- 
lent Mémoire inséré parmi ceux de l’Académie de Berlin, 
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pour 1770 et 1771, que ces méthodes, différentes en ap- 
parence, reviennent toutes , au fond , à faire dépendre la 
résolution de l’équation proposée, de celle d’une seconde 
équation qu'il appelle résolvante, et dont la racine est 
composée linéairement avec celles de la proposée et les 
puissances d'un racine de l’unité du même degré. En 
cherchant à généraliser cette méthode, à l’étendre aux 
équations de tous les degrés, ce grand géomètre a montré 
qu'au delà du quatrième degré, l’équation résolvante était 
d’un degré supérieur à celui de la proposée, et ne parais- 
sait pas, en général, susceptible d’abaissement. Il a enfin 
fait voir clairement, par cette analyse, à quelle circon- 
stance est due la résolution générale des équations des 
quatre premiers degrés, circonstance qui ne se présente 
plus au delà du quatrième degré. 

Toutefois, Lagrange a appliqué sa méthode avec le plus 
grand succès à la ‘résolution des équations binômes de 
tous les degrés ; résolution que M. Gauss avait effectuée le 
premier, par une méthode ingénieuse fondée sur les rela- 
tions qui existent entre les divefses racines de l'équation 
binôme, et sur la considération des racines primitives des 
nombres premiers. 

Abel, en généralisant l'analyse de M. Gauss, a montré 
ensuite que $i deux racines d’une équation trréductiblesoni 
tellement liées entre elles, que l’une puisse s'exprimer ra- 
tionnellement par l’autre, l’équation est soluble par radi- 
caux, si son degré est un nombre premier, et que, dans 
le cas contraire, sa résolution dépend de celle d'équations 
de degrés moindres que le sien. C’est là un des plus 
beaux résultats dont l’Algèbre se soit enrichie de nos 
jours. Abel a fait, dans son Mémoire, l'application de sa 
méthode à l'équation binôme, et a notablement simplifié 
la marche suivie par M. Gauss. | 

Voici donc une classe assez étendue d'équations doni 


I » 


Â PREMIÈRE LEÇON. 

les racines peuvent être exprimées par radicaux ; mais ces 
équations, étudiées par Abel, sont-elles les seules qui 
possèdent cette propriété? Dans quel cas, en un mot, une 
équation peut-elle être résolue algébriquement? Cette 
question diflicile a été résolue complétement, au moins 
pour les équations irréductibles de degré premier, par 
Evariste Gallois, ancien élève de l École Ne et l’un 
. des géomètres 14 plus profonds que la France ait pro 
Dans un Mémoire présenté à l’Académie des Sciences 
en 1831, et publié en 1846 par les soins de M. Liouville, 
Gallois a, en eflet, démontré ce beau théorème : Pour 
qu'une équation irréductible de degré premier soit soluble 
par radicaux, il faut et il suffit que, deux quelconques 
des racines étant données, les autres s’en déduisent ra- 
tionnellement. 

Enfin, quant aux équations dont les racines sont des 
quantités quelconques n’ayant entre élles aucune dépen- 
dance, c’est-à-dire dont les coeflicients restent indéter- 
minés, leur résolution générale est impossible au delà du 
quatrième degré. Cette proposition importante, énoncée 
par Ruflini, a été mise hors de doute par les travaux plus 
récents d’'Abel. 

Tels sont Îles travaux Îles plus importants qui aient été 
entrepris sur la résolution algébrique des équations ; et 
dont j'ai cru devoir faire ici lindication succincte. 

Nous commencerons ce Cours par l'exposition d’une 
théorie fort simple, des principes de laquelle nous ferons 
un usage fréquent, et que, pour cette raison, je crois 
devoir rappeler avec quelques détails ; je veux parler de la 
théorie des fonctions symétriques. 


Des fonctions symétriques. 


Une fonction de deux ou plusieurs quantités est dite 
symétrique, lorsque sa valeur n'est pas changée par les 
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diverses permutations des quantités qu'elle renferme ; 
nous ne nous oCCcuperons ici que des fonctions symétriques 
rationnelles. 

Les coeflicients d'une équation sont des fonctions symé- 
triques des racines de cette équation; ce sont mème les 
fonctions symétriques les plus simples, puisque chaque 
racine n'y entre qu'au premier degré. 

On aperçoit facilement que toute fonction rationnelle 
et symétrique des racines d'une équation peut s'expri- 
mer rationnellenent à l’aide des coefhicients de cette 
équation. 

Car, soit l’équation 

RD NT Dal RE 2. OS Dn —= 0. 
En désignant para, b,c,..,,k, {ses m racines, on a les 
relations connues 
a+b+c+.  +A+IZ=—=p,, 


ab+ac+..... Sean à cent NE - 


ADOORAT= CMS 


si, en outre, on désigne par V une fonction symétrique 
et rationnelle des "2 racines, en sorte qu'on ait 


(2) VE MINE: 0 EE), 


et qu'on élimine les »1 #racines a, b,..., k, l'entre les 
équations (1) et (2), on aura une équation en V qui ne 
pourra être que du premier degré, puisque la quantité X 
n'a qu'une seule valeur; par suite, V s’exprimera ration- 
nellement par les quantités p,, p:, etc. En général, si la 
quantité désignée par V est susceptible de w valeurs diffé- 
rentes, lorsqu'on fait subir aux lettres &,b, c, etc., toutes 
les permutations possibles, équation en V résultant de 
l'élimination de &, b, e, ete., entre les équations (1) et (2), 
sera évidemment du degré v. 
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Nous allons montrer comment on peut trouver l'ex- 
pression d’une fonction symétrique et rationnelle quel- 
conque des racines d’une équation, et cette recherche 
nous conduira à une démonstration nouvelle plus précise 
et plus claire du théorème que nous venons de démon- 
trer. Examinons d’abord à quoi peut se réduire la re- 
cherche de la fonction symétrique et rationnelle la plus gé- 
nérale possible. Toute fonction rationnelle non entière 
est le quotient de deux fonctions entières , en sorte qu'il n’y 
a lieu de s’occuper que des fonctions symétriques entières. 
En outre, toute fonction symétrique entière non homo- 
gène est la somme de deux ou plusieurs fonctions symé- 
triques homogènes; tout est donc ramené à établir des 
règles pour calculer les fonctions symétriques rationnelles 
entières et homogènes; enfin, une pareille fonction symé- 
trique entière et homogène peut contenir des termes où les 
exposants des lettres, tout en ayant la même somme, ne 
soient pas égaux chacun à chacun : dans ce cas, la fonc- 
tion est la somme de deux ou d’un plus grand nombre 
de fonctions symétriques de mème degré, mais diffé- 
rentes , et que nous calculerons séparément. De tout cela, 
il résulte que nous pourrons nous borner à la détermi- 
nation des fonctions symétriques rationnelles, entières et 
homogènes, telles que les exposants des lettres soient les 
mêmes dans deux termes quelconques., Toute fonction 
de cette espèce sera déterminée si l’on connaît un seul 
de ses termes, ainsi que toutes les lettres qui entrent 
dans sa composition. Cela posé, nous appellerons fonc- 
ton symétrique simple ou du premier ordre, une fonc- 
tion symétrique rationnelle, entière et homogène, dont 
chaque terme ne contient qu’une seule lettre; fonction 
symétrique double ou du deuxième ordre, celle dont cha- 
que terme renferme deux lettres, et ainsi de suite. 
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Détermination des sommes de puissances semblables des 
racines d’une équation. 


Soit l'équation 
z" + p, x"! + pan 4 LARMES TE Pm—1 Z + Pmn — O, 


que nous représenterons aussi, pour abréger, par 
XI OS 
et dont nous désignerons par a, b,c,...,k, l les m ra- 
cines. Soit, en outre, Xe polynôme dérivé de X ; on aura 
KT mo" + (nm —i) pe He + 2Pm2Z + Pi 


On a aussi, par un théorème connu, 


; pe X ; 5e 
CT A LC "0 D L 


et l'on trouve, par la division, 


At VAE 01. rs Q° 








ENT LS H ANT 
fi 6 Er sé « 


; + D: + pa + pi a? mt à V{ 4 
M + P2 —+- P: 4 pra 
+ D; | nr RCE 
AE à 5 
+ Pm— A 
+ pi 


S1, dans cette équation, on remplace successivement a par 
chacune des autres racines , et qu'on fasse généralement 


Sn = AM Dr CEE. HA Em, 


on aura, en ajoutant tous les résultats, la valeur suivante 
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de X’, 
K'MAN Es. LÉO PES LITE sn 
+ MP: | + Pis: + Pis + Pi Sm2 
x mp: | + Pas: MUR D 
+ MP: ts Mis 
+ Pn—2$: 
+ MPn— 


La comparaison de cette valeur de X’ avec celle écrite plus 
haut, fournit les relations suivantes : 
[si % Pi 10 
$2 + Pis + 2P: = O, 
S3 + Pi82 + PrSi + 3p; = 0, 


Sm1 + PiSm—2 + PiSm=s Eee Pm28i + (m PUR LP — 0. 


La première de ces équations fait connaître s, ou la 
somme des racines, la seconde fait connaître s, ou la 
somme de leurs carrés, et ainsi de suite, jusqu’à la der- 
nière qui fait connaître 5,,_1. 

Voici maintenant comment on peut former les sommes 
de puissances semblables, dont le degré surpasse m — 1, 
et celles dont le degré est négatif. Soit 7 un nombre en- 
üer positif, nul ou négatif, et multiplions l'équation pro- 
Losée par x”; elle deviendra 
ann POP ESSHp, DRE RS.. e nn HA NE DAME 


Remplaçons successivement x par chacune des racines 
a, b,c,etc.,et ajoutons tous les résultats; on aura 


Sm-n “jé P: Sn-n — | + P:2 Sm+-n—2 + … + Pn—1 Sm+1 + Pn Sn —= [a] ; 


en donnant à » les valeurs 0, 1, 2, etc., et observant 
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que $, = /n, on obtiendra les relations suivantes : 
ni St dis PiSm2 + °° : Pre SEM PDn — 0; 
$m+1 + PiSm . F P2Sm FES .. + Pm=i Sa Pris —= O0; 
(2) À Sm+2 + Pi Smti HF Pa$m +: + pis Epn=0, 


Les sommes $5,,52,..:.,5,_1 étant connues par les équa- 
ions (1), la première des équations (2) déterminera 5, 
la seconde 5,,,,, et ainsi de suite. Il importe de remarquer 
que les valeurs des sommes s5,, $,, etc., ne contiendront, 
dans leur expression, aucun dénominateur, et que si 
les coefficients p;:, p:, etc., sont des nombres entiers, les 
sommes 51, 5, etcæ, le seront également. 
Réciproquement, si l’on connaît » sommes de puis- 
sances semblables, par exemple s,, 5:,...,5,, on pourra 
déterminer les coeflicients p;, p:, etc., à l’aide des équas 
tions (x) et (2), qui ont été données, pour la première fois, 
par Newton. | . 
On calculera aussi aisément les sommes de puissances 
semblables des racines à exposants négatifs, en donnant 
au nombre 7, que nous avons introduit, les valeurs suc- 
cessives —1, —2, — 3, etc.; mais à l’égard de ces 
sommes de puissances négatives, le moyen le plus facile 


. x I y . 
de les trouver, consiste à changer x en — dans l'équation 
. TL 


proposée, et à calculer ensuite les sommes de puissances 
semblables à exposants positifs, des racines de cette 
transformée. 

Autre méthode.— On peut employer une autre méthode 
pour calculer les sommes des puissances semblables des ra- 
cines d’une équation ; cette seconde méthode a l'avantage de 
n’exiger qu'une simple division algébrique. Soit toujours 


KS— 0 
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une équation ayant pour racines a, b;c, .…,k,1.SiX 
représente la dérivée de X, on a, comme précédemment, 
X’ 





DSEU ar a sa x — b 
D'ailleurs, 





I 
He + —,. 
TE — 


I a a: 


1 | 
RS CU AN Te 





Dir Cure 


donc, en remplaçant successivement & par chacune des 


autres racines, et ajoutant ensemble tous les résultats, 
on aura 


XŒr # SRE 
X UMA 4 
ou : 
æX’ € à À 
cr ne Es sr aie 
TL? 


Pour le calcul numérique, il sera plus commode d’é- 


: “RE ; TL 
giter les exposants négatifs : on changera alors x en; et 


. x XX’ k Z, 
Ja fraction sera de la forme 7 On aura 


Z=MmHSzH sa +.. 


#19 
et l’on obtiendra toutes les sommes s,, 5, , etc., par la 
simple division des polynômes Z, et Z que l’on ordon- 
néra par rapport aux puissances croissantes de z. 
Exgmpze. — Soit l’équation X — XŸ—7X H7=0; 
on aura 
V OR 2 RE Etape À … NIET 2 
ZX m—gx+7 179 +78 
et l’on trouve, par la division di 
LT E 3 +142 — 9212 + 062414 
d'où 


St Qi 





14, LR RUN A 08,4: se 


hf — 
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Détermination des fonctions symétriques doubles, triples , etc., des racines 
d’une équation. — Formation de l’équation d’où dépend une fonction 
rationnelle et non symétrique des racines d’une équation donnée. — 
Équation aux carrés des différences. — Sur la forme des fonctions 
rationnelles d’une ou de plusieurs racines d’une équation. 


Détermination des fonctions symétriques doubles , 
triples, etc., des racines d’une équation. 


Les formules, dues à Newton, que nous avons établies 
dans la leçon Pr édentes permettent de calculer très- 
aisément les fonctions symétriques doubles, triples, etc. 
des racines d’une équation. 

Soient a,b,c,...,k,l les m racines d'une équation 
X — o de degré m, et considérons une fonction symé- 
trique double, dont un terme soit a? b1; la fonction dont 
il s’agit, étant déterminée quand on en connaît un terme, 


nous la représenterons, pour abréger, par ÿ aP bi, et 


nous continuerons de désigner par s, la somme des puis- 
sances p*”*° de toutes les racines. » 

Cela posé, si l’on multiplie entre elles les deux 
sommes $, Et s,, on voit aisément que le produit sera 


la somme des deux quantités s,,, et Dar b1; on aura 


donc 
D — 
> al br Sp Sg —— Sp+q- 


L 
Toute fonction double 2 a’ b1 sera donc exprimable 
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sous forme rationnelle et entière, à l’aide des coefficients 
ET L e - Ce 

de l'équation proposée, puisque $,, s, et s,,, le sont; et 

si les coeflicients de l’équation sont des nombres entiers, 


Dar b1 sera aussi un nombre entier. | 

La formule précédente n’a plus lieu si 9 — p; on voit, 
en effet, que si q devient égal à p, les termes de gs a? b1 
sont égaux deux à deux, en sorte que cette quantité se 


réduit à 2 ÿ a? br: on aura donc 


F Ë 
D ea et \2 À 
> a bP — > | (Sp) S2p | 


En remplaçant s, et s:, par leurs valeurs, on aura la 
valeur de Da br qui ne contiendra plus le dénomina- 


teur 2, mais cela ne se voit pas immédiatement ; cette pro- 
position résultera, comme nous le verrons dans la pro- 
chaine leçon, d’une nouvelle méthode due à M. Cauchy, 
pour la détermination des fonctions symétriques des ra- 
cines d’une équation. 

Une fonction symétrique triple, dont un terme est 


a bic’, pourra être représentée par 3 a bic". Si l’on 


multiplie la fonction double Ÿar br, que nous savons 


former par s,, on trouvera pour produit : 


ar CROP ÿ apr pt + > ap bit" ; 


on aura donc 


L 


a? b1 c! — LA al b1 [UE à ar+! p1 re ÈS ar b4 [ r 
> > Accr cmt 
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Cette formule fait connaître la fonction triple D æ@ bic. 


car le second membre ne contient que des fonctions 
doubles que l’on sait calculer. Si l’on veut avoir la valeung 
de la fonction triple, à l’aide de sommes de puissances 
semblables, il suffira de remplacer les fonctions doubles 
par leurs valéurs connues; on trouvera ainsi 


ÿ ADO SE Se — Sp4g Sr —{ Spr Sa Satr Sp 2 Sp+q+r s 


et l’on voit que les fonctions triples s’exprimeront comme 
les fonctions simples et doubles, sous forme rationnelle 
etentière, à l’aide des coeflicients de l'équation proposée. 

La relation précédente n’a plus lieu, si deux des expo- 
sants ou tous les trois deviennent égaux entre eux ; 
mais on peut en déduire aisément les valeurs des deux 


3 aPbre" et >, al br c?. 


On voit , en eflet , que si g devient égal à p, Da a bic’ se 


fonctions 


réduit à 2 > aPbrc" ‘et ,à 2.5 ÿ ar brcr, si en même 


temps r devient égal à p; on aura donc 


ÿ aP bP c' — 


Ÿ arbrer — 


D | 


(a NF = S2p Sr PEL 2Sp+r Sp —- 25m) 


et 


| 


En suivant la même marche, on calculera successive- 
ment les fonctions du quatrième ordre, puis celles du 
cinquième , et ainsi de süite; il est presque superflu d’a- 
jouter que quand on aura calculé, en général, l’expres- 
sion d'une fonction symétrique entière et homogène 
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du n°" ordre, si 4 exposants deviennent égaux entre 
eux , il faudra diviser par 1.2.3... la valeur qu’on aura 
trouvée. . 

#* On voit, par là, que toute fonction symétrique entière 
et homogène des racines d'une équation pourra s’expri- 
mer ao een par les coeflicients de cette équation, 
et que la même chose aura lieu, d'après les remarques 
faites à la leçon précédente, pour une fonction symé- 
trique râtionnelle quelconque. 


Formation de l équation “d'où dépend une Jornaror 
rationnelle et non symêtr ique des racines d’une équa- 
tion donnée. 


Soient à, ei c,...,k, / les m racines d’une équation 
donnée X — 0, et 
" VÆ TU 0; 0;-te) 


une fonction rationnelle donnée de ces racines, ou de 
quelques-unes d’entre elles. On pourra former l'équation 

en V, ainsi que nous l’avons vu dans la première leçon, 
en éliminant les quantités a, b,c, etc., entre l'équation 
précédente et les relations connues qui existent entre les 
coefficients et les racines de l’équation proposée; mais la 
méthode des fonctions symétriques fournit un moyen 
très-simple et beaucoup plus commode pour résoudre la 
même question. C’est la première application que nous 
ferons de cette théorie. 

Si la fonction V contient 72 des m racines, le plus 
grand nombre de valeurs qu’elle puisse avoir en échan- 
geant les lettres a, 6, c,...,k, {les unes dans les autres de 
toutes les manières possibles, sera évidemment égal au 
nombre des arrangements de m lettres nàn , c'est-à-dire à 


mm—i1)(m—2)...{(m— n+1). 


Mais 1l peut arriver que le nombre des valeurs distinctes 
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CA 
de V soit beaucoup moindre; nous désignerons par # ce 
nombre de valeurs, et par 


pa" A SAN 


(02 
4 


les u valeurs de V. L'équation en V sera alors 


(V — V;) (V — V.) …. (V —V) 0 
ou 


v' AE A SATRES PNA CEE FOUR ER jou Pa 0; 


en posant 
VHV +... HV = —P,,. 


172 


L'ÉA'EE col NUE. à € mt LE 


V,V.. . (ns, DS 


Or les quantités P,, P,,..., 1 sont des fonctions symé- 
triques des quantités V;, V,, etc.; et, par suite, elles 
sont aussi des fonctions symétriques des racines a, b, 
c, étc., de l’équation proposée : on pourra donc calculer 
les coefficients de l’équation en V par la méthode que nous 
avons exposée précédemment. LME 

Nous avons admis comme évident que toute fonction 
symétrique des quantités V;, V, , etc... est aussi une fonc- 
tion symétrique des racines a , b, c, etc. Voici, au sur- 
plus , un moyen très-facile de le démontrer. 

Par hypothèse, les quantités : 
(x) VER Vas Ve 
sont toutes distinctes, et ce sont les seules valeurs que V 
puisse avoir. Cela posé, faisons subir aux lettres 


œ, 0, Case y À ;d 
une permutation quelconque, et supposons que V, se 
change en V', V; en V’,, etc. ; les quantités 


(2) V* ? Vi RAT: Ve 


0 


devront toutes se trouver dans la série V;, V,, etc., puis- 
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que cette dernière comprend toutes les valeurs de V; je 
dis, de plus, que tous les termes de la série (2) sont dif- 
férents, et, par suite, sont les mêmes que ceux de la sé- 
rie (1): on ne peut avoir, par exemple, V' = V,, , car V, 
et V, ne diffèrent de V' et V, qu’en ce que les quantités 
dont ces fonctions dépendent y sont désignées par des 
lettres différentes, et légalité V, = V', entraïnerait, par 
conséquent, V, = V,, ce qui est contre l'hypothèse. Il ré- 
sulte de là que, si l’on fait subir aux lettres a, b, c, etc., 
un changement quelconque, les quantités V,, V, , etc.,ne 
feront que s’échanger les unes dans les autres; par suite, 
une fonction symétrique de ces fonctions ne sera pas 
changée, et sera aussi symétrique par rapport aux quan- 
tités a. biche 2e 

On peut dans bien des cas simplifier, par des artifices 
particuliers , le calcul de l'équation en V; on en verra un 
exemple dans la recherche de l’équation qui a pour ra- 
cines les carrés des différences des racines d’une équation 


donnée, prises deux à deux. 
Li 


Équation aux carrés des différences. 


Soient toujours a, b, c,...,k, [les m racines d'une 
équation X — 0, et posons 
V= (ab); 
M .* , m(m—i1) , 
l'équation en V sera du degré ———— =, qui est le 


nombre des combinaisons de 77 lettres deux à deux, puis- 
que la fonction+V est symétrique par rapport aux deux 
lettres qu'elle contient; et si l’on suppose que cette équa- 
tion soit 
VE PONS APR V EN EE RE 

il suffira de calculer les quantités P,, P,, etc., qui sont 
des fonctions symétriques des racines de l’équation pro-: 
posée : or ces coeflicients P,, P, , etc. , seront immédiate- 
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ment donnés par les formules de Newton, si l’on connait 
les sommes des puissances semblables $,, S,,...,8, des 
racines de l'équation en V. Tout est donc ramené à cal- 
culer ces dernières sommes en fonction des coefficients de 
l'équation proposée, ou en fonction des sommes s,, 5,, etc., 
des puissances semblables de ses racines, puisque les 
sommes $;, S:, etc.,.s expriment par les coeflicients, à 
l’aide des formules de Newton. 

Voici le procédé indiqué par Lagrange, pour calculer 
les sommes $;, 8, , etc., relatives à l'équation en V, à l’aide 
des sommes 5,, s., etc., relatives à l’équation proposée. - 

Posons 


?(x) Re (æ = n}4 “+ (x — 1 de Lan 5 (x vis rie 


en donnant à x successivement les valeurs a, b,c,...,k, /. 
et ajoutant tous les résultats, on aura 


p(a)+o(b)+. 24e (= (a 6} + + (ay 
(b— a+. + bip" 


Or le second membre de cette équation est évidemment 
égal à 25, ; donc 


28, — pa) + p(6) + HR (0): 


D'un autre côté, en “24e les différents termes de 
o (x), on trouve 


À : 2n (27 —1) k, 
px) = 2 — 9 RAR © RP + a" 
PA 
2n(27 | 
“a ax?" — . mt 2 LE Re b'r2n—2 —__. Pr b2n 
—+- do pr 2 @ 0.9, © 16 51e SMS et ©. + , . LE] D. © ec. EE © . . 


2,n (27:28 T) 
+ LT — 9 7 Lx? +- a 7 
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ou 


; 2n(27n —1) 


o ( J=MmTM ee 2 RS LE — SLT, + Son. 


Remplaçant x successivement par a,b,c,...,4, e 
ajoutant tous les résultats, on aura la valeur suivante 
de @{a) + 9(b) +...+ (7) oude 28,, 

2n(27n —1) 


25h = M Son — 2 Si Son Mo Sa San—2 — + + CN Saone 


On voit aisément que les termes à égale distance des ex- 
trèmes sont égaux dans ie second membre; par suite, on 
aura cette valeur deS,,, 

an(2r— 1) 








Sn = M San — ANS Sani + — ment 1 er 
19 
12n(27— 1). .(r +1) 
ES Sn Sn 
2 OS tn 4 


En donnant à 7 les valeurs successives 1,2,3,..:,1u1,0on 


connaîtra les sommes S,,S:,...,S, dont on a besoin; on 


achèvera ensuite le calcul, comme nous l’avons indiqué 
précédemment. 

Cas de l’équation du troisième degré.— Prenons pour 
exemple l'équation du troisième degré 


TR PE g ==°0: 
On trouve 


RIESIO, A “AR SE "37 
| SU LD > Us =D PQ: 5:00 1 2pte 
ensulte 
S, = 35, — 5° — — Gp, 
S: == 35, — 4 sis, + 35; — 18p°, 
S, = 35,— Gss, + 155,5, — 105; — — 60 p° — 81g°, 


et enfin 


=0# PES Om Pi— 4 p° +279. 
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L’équation aux carrés des différences des _ racines 
de x + px+ q=—=0 est donc 

V+6pV'+op? V + {4 p° + 27q°)—= 0. 

On suivrait une marche toute semblable pour former 
l'équation aux sommes deux à deux des racines d'une 
équation quelconque donnée. 

La méthode générale dont nous venons de faire une 
application s'applique avec le même succès, que V soit 
une fonction entière ou non des racines a, b,c, etc. ; 
mais on peut facilement démontrer que toute fonction 
rationnelle d’une ou plusieurs racines d’une équation 
peut toujours, si elle n’est pas entière, être remplacée 
par une fonction entière équivalente. 


Sur la forme des fonctions rationnelles d'une ou 
plusieurs racines d'une équation. 


Nous commencerons par établir le théorème suivant, 
relatif aux fonctions rationnelles d’une seule racine. 


TuHéorÈmEe. — 7'oute fonction rationnelle et non en- 
tière d’une racine a d’une équation 
rte F(rhe='o 


de degré m est équivalente à une fonction entière et de 
degré inférieur à m. 
. Û . [44 \ 
Soit, en effet, la fonction rationnelle #(e) , où pet d 


ÿ(a) 


désignent des fonctions entières; on aura identiquemeni 


, PB) 7 ae) Pia. ÿ() 
(2) = y D NE PARA 


b,c,...,[l désignant les autres racines de l'équation (1). 
Or on voit que le dénominateur d (a) d(b)...d (7) du second 
membre est une fonction symétrique et entière des ra- 
cines de l'équation (1), qui pourra, par conséquent ; s’ex- 





2, 
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primer rationnellement par Îles coeflicients connus de 
cette équation. Pareillement le facteur Ÿ(b) d(c)...4(/) 
du numérateur est une fonction symétrique et entière des 
racines de l’équation 


F(x) 
Ar: 
et pourra s'exprimer sous forme rationnelle et entière, 
à l’aide des coefhcients de cette équation, c’est-à-dire à 
l'aide de a et des coeflicients de l’équation (1). D’après 
cela, légalité (2) prendra la forme 
= p(a).b{a), 
où (a). désigne un polynôme entier et rationnel, par 
rapport à a. En effectuant le produit des polynômes 9 et 6, 
notre fraction deviendra 
se — Aj-FMia Aa. Aa 

et je dis qu'on peut supposer le degré y inférieur à #7: En 
effet, de l'équation F(a) —0 on peut tirer la valeur de a” 
qui sera exprimée par un polynôme de degré m—1; en 
multipliant par a cette valeur de a”, on aura a”*' qui sera 
exprimé par un polynôme du degré m, mais qu'on pourra 
abaisser au degré m—1, en remplaçant a” par sa valeur 
trouvée précédemment. En continuant ainsi, on expri- 
mera toutes les puissances de a, à partir de la m°"°, à 
l’aide de polynômes de degré 71—1, et, par suite, on 


ë a) 
pourra chasser de l'expression de g(a) que nous ayons 


ÿ (a) 
trouvée, toutes les puissances de & supérieures à la 
(m—-1)""". Mais on peut aussi opérer comme il suit : Si y 
est >> 1m, on divisera le polynôme À, + A,a +... par 
F({a), et en désignant par Q le quotient et par w (a) le 
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reste qui est de degré inférieur à m, on aura 





Se A AIG. = F(a) XX Q+- o(a); 


et comme E (a) est nul, on aura simplement 


? (a) on) 
(a) 





€ 


où & désigne un polynôme de degré m1 — 1 au plus. 
Quoique la démonstration précédente ne laisse rien à 
désirer sous le rapport de la rigueur et de la clarté, 
nous en donnerons une seconde qui aura l'avantage de 
nous fournir un procédé plus facile pour trouver la forme 
entière qui convient à une fonction fractionnaire donnée. 
9 (a) 
Fa) 
de F(x) = 0. On peut supposer Ÿ(a) de degré inférieur 
à m; car si le contraire avait lieu, on ferait disparaitre 
de Ÿ{a) les puissances de a supérieures à Ta (mr —1)""" 





Soit toujours la fraction donnée, où à est racine 


par l’un des procédés indiqués précédemment. 

Cela posé, opérons sur les polynômes F{a) et d{a), 
comme s'il était question de trouver leur plus grand 
commun diviseur; on aura cette suite d’égalités : 


Fa) = Ÿ{(a) Qi +R, 
ÿ (a) ET R, Q: + R:, 
R, — R: Q, FE KR, 


Re — Rat Q, mn R, , 


où R, ne contient plus la quantité 4. Or, L'(a) étant nul , 
on aura 


Riz — Qiy(a), 
R: = (1 + Qi Q:) Y(a), 
Re (Qu Q + Qi Q Qi) Via), 


bi ote Ale re Dia 9 e LES te DE) As sr AaTE 
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La dernière de ces égalités sera de la forme 
R; — O(a).4 (a), 


ÿ(a) désignant un polynôme entier et rationnel par rap- 
_port à a. On en tire 








Va =; 
(a) 
et, par suite, 
pla) __ gla).0(a) 
pa) R; 
Cette valeur de Fe est entière par rapport à a, puis- 


que R, ne contient pas a; et, si elle contient des puis- 
sances de a supérieures à la (r2-—1)°"", on pourra les 
faire disparaître par le procédé que nous avons indiqué 
précédemment. 

À la vérité, cette méthode semble en défaut dans le 
cas où les polynômes Ÿ{x) et F(x) ont un diviseur com- 
mun; Car, dans ce cas, la quantité désignée par R, est 
nulle, ainsi que 0(a) : mais alors on pourra enlever de 
Ex), par une simple division, tous les factéurs linéaires 
qui sont dans (x), et parmi lesquels ne se trouve pas 
x—a, car autrement Ÿ (a) serait nul. En désignant par 
F, (x) le résultat ainsi obtenu , a sera racine de F, (x) —o, 
et le polynôme (x) étant dès lors premier avec F, (x), 
on pourra appliquer la méthode précédente. 

CorozLaIRE. — La fonction rationnelle la plus générale 
d’une racine d’une équation de degré mn est une fonction 
entière du degré m—1, renfermant par conséquent mn: 
coefficients arbitraires. 

Extension aux fonctions rationnetles de plusieurs 
racines d'une équation. — La méthode précédente a sur- 
tout l'avantage de pouvoir être appliquée aux fonctions 
rationnelles de plusieurs racines d’une équation. On a, 
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en eflet, ce théorème : Zoute fonction rauonnelle non 
entière de plusieurs racines d’une équation peut étre 
remplacée par une fonction entière des mémes racines. 

Rien ne sera changé à nos raisonnements , si la fonc- 
? (a) 
ÿ (a) 
racines D, c, etc., de l'équation F (x) = o, et cette fonc- 
tion pourra se mettre sous la forme Aça+A;a + ..., 


tion 





, Que nous avons considérée, renferme d’autres 


A et À, étant des fonctions rationnelles de racines parmi 
lesquelles ne se trouve pas «. A leur tour, on pourra rendre 
ces fonctions A,, À, etc., entières par rapport à une autre 
racine D, puis par rapport à une troisième, et ainsi de 
suite. 

Exempze. — ‘Toute fonction rationnelle d’une racine à 
de l'équation du troisième degré 


Æ + px + qu +r— 0 
pourra être mise sous la forme 
A + Ba + Ca’; 


mais il est souvent préférable de prendre une forme frac- 
üonnaire dont les deux termes soient linéaires, et cela 
est toujours possible; car, si l’on divise les polynômes 
a° + pa*+ qga+r et À + Ba + Ca?, dont le premier 
est nul, l’un par l’autre, on aura un quotient et un reste 
du premier degré en &, et l’on en conclura aisément que 
la fonction À + Ba + Ca° peut être mise sous la forme 
Ma + N 

a 


ns) re — 
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Méthode de M. Cauchy pour calculer une fonction symétrique rationnelle 
et entière des racines d’une équation. — Méthode d’élimination fondée 
sur la théorie des fonctions symétriques. — Théorème sur le degré de 
l’équation finale résultant de l'élimination d’une inconnue entre deux 
équations qui en contiennent plusieurs. 


Méthode de M. Cauchy. 


M. Cauchy a publié, dans ses anciens Æxercices de 
Mathématiques (4° année), une méthode fort élégante 
pour trouver la valeur d’une fonction symétrique et en- 
tière des racines d'une équation. Cette méthode consiste 
à éliminer successivement de l'expression de la fonction 
symétrique qu’on veut évaluer, chacune des racines de 
l'équation proposée; elle repose sur la proposition sui- 
vante : 

Soit V une fonction symétrique et entière des racines 
; , ] La 5 
a, DE, .…., 1, K,d'duné équation 

LUE pt HE pr He PAT Pre Os 
‘que nous représenterons aussi, pour abréger, par 
D Ge 
et supposons qu'ayant éliminé de l'expression de V, par 
un moyen quelconque, toutes les racines excepté a, on 
ait mis la valeur de cette fonction sous la forme dîun 


polynôme entier et rationnel ordonné par rapport aux 
puissances de &, que l’on ait, par exemple, 


A! 


f #2 
Ve À, al, a! 





ce MT nr À u—1 AT A) 


eo 


À, Au, etc., étant des quantités composées rationnelle- 
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ment avec les coefhicients de l'équation proposée ; je dis 
que si lon divise cette expression de V par le polynôme 


A = QE pla HE pa +... + Dm € + Pms 


obtenu en remplacant x par a dans X, le reste de la divi- 
sion sera indépendant de a, et sera précisément la valeur 
de la fonction V. 

En effet, si Q et R désignent le quotient et le reste de 
la division V par À, on aura V— AQ +R, et comme À 
est nul, 

== 41 à 
D'ailleurs, ce reste R est au plus du degré #7—1 en 4; 
nous le représenterons par 


do 7 Hp Fa d4 AT 2 SE m2 À + Ym13 
et l’on aura 
VE qe HE g AM + + Im + Amie 


Mais V étant une fonction symétrique, on peut changer & 
et à l’un dans l’autre, ainsi que a et c, etc. ; et, comme par 
ces changements , 45, Q1, etc. , conservent leurs valeurs, il 
s'ensuit que l'équation 


Ga HG t HT Qmrd H (9m — V) = 0 


sera satisfaite en remplaçant x par l’une quelconque des m2 
racines &, b,...,k,{l; ce qui est impossible, à moins 
que les coeflicients ne soient tous nuls, puisque cette 
équation n’est que du degré m— 1: on aura donc, en 
particulier g,_1 — V —=0, où 


D m1 5 


comme nous l’avions annoncé. 

La démonstration précédente suppose que les #2 racines 
a,b,ce,...,k,l sont toutes inégales; mais les conclu- 
sions précédentes ne subsistent pas moins, si quelques- 
unes de ces racines sont égales entre elles. Nous emploie- 
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rons, pour justifier cette assertion, un raisonnement dont 
on fait un fréquent usage en analyse. 

Si l'équation X — o a des racines égales, on considé- 
vera d’abord à sa place une équation X;, — o, dont toutes 
les racines seront inégales, et qu’on obtiendra en faisant 
subir des modifications insensibles aux coeflicients de 
X —o; par exemple, si X a trois racines égales à a, et 
que toutes les autres soient différentes, on prendra 


PA X(x—a—h) l'E al} 
(œ@ — a} 
Le polynôme X, ne diffère de X qu’en ce que deux des 
trois racines égales à a sont remplacées par a+ et 
a+ h' : on voit aisément , sans qu'il soit nécessaire d’in- 
sister davantage, comment on devrait choisir le poly- 
nôme X,, si, outre les trois racines égales à a, l'équation 
proposée avait plusieurs racines égales à D, à c, etc. Cela 
posé, substituant l'équation X, — 0 à X — 0, et conser- 
vant d’ailleurs les notations précédentes, on arrivera à 
l'équation 
VER GES 

et cette équation aura lieu, quelque petites que soient les 
quantités 2, h', etc. ; elle aura donc lieu aussi à la limite, 
c’est-à-dire quand on fera h— 0, k'— 0, etc. 

Voici maintenant quelle est la méthode indiquée par 
M. Cauchy, pour calculer la valeur d’une fonction V sy- 
métrique et entière des racines a, b, c, ...,i,k, { de 
l'équation 

X = 20 pl RER DE — 0. 

Divisons X par x — a, et désignons par X, le quo- 
ent; divisons de même, X, par x — b, ct désignons 
par X, le quotient, puis X, par x — ce, et soit X, le 
quotient , et continuons ainsi d'enlever de X tous les fac= 
teurs linéaires jusqu'à x — k inclusivement, en sorte que 


TROISIÈME LEÇON. Ep] 


X,,_, ne contiendra plus que le seul facteur x — £. Cela 
posé, considérons les m équations 


NU, Cle ONCE O , <.-, née 0: 


La première n'est autre que la proposée, et a pour ra- 
cinesa,b,c,...,k,l; la seconde a pour racines b,c,..., 
k, l, et ses coeflicients sont exprimés sous forme entière 
à l’aide de a et des coefficients de la proposée; la troi- 
sième a pour racines c,..., k,/, et ses coeflicients sont 
exprimés sous forme entière à l’aide de b et des coeflicients 
de la précédente , c’est-à-dire à l’aide de a, b et des coefhi- 
cients de la proposée ; et, en général, les coeflicients de l’une 
quelconque de ces équations sont exprimés sous forme en- 
tière à l’aide des coeflicients et des racines de la proposée 
qui n’appartiennent pas à l'équation que l’on considère ; 
enfin , désignons par À la valeur de X pour x = a, par B 
la valeur de X, pour x —b, par € celle de X, pourx=c, 
et ainsi de suite, en sorte que I sera la valeur de X,,., 
pour x—1, K celle de X,,_, pour x =k, et enfin L celle 


de X,_; pour x — /; on aura 
D D —- 01: 0 0, .:.5 5,6 .,.888— 05 40 — 0. 


Cela posé, V est une fonction symétrique, non-seulementi 
des racines de l’équation X—o, mais aussi de celles de 
l’une quelconque des équations 


No, AE O0 ch, À A0 nee 0% EN En C7. 





m—3 


Nous allons faire voir comment, en s'appuyant sur cette 
remarque, on peut, à l’aide du théorème fondamentai 
démontré au commencement de cette leçon, éliminer 
successivement chaque racine de lexpression de V. 
D'abord l'équation L—o, où / entre au premier 
degré, permet de chasser immédiatement / de l'expression 
de V. Considérantalors V comme fonction symétrique des 
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deux racines À et / de l'équation X,,_, —0, dont l’une est 
déjà éliminée, on l’ordonnera par rapport à k, et on la di- 
visera par K , conformément à ce qui a été dit plus haut ; 
le reste de la division ne contiendra pas À et sera la 
valeur de V débarrassée des racines k et /. On considé- 
rera alors V comme fonction symétrique des trois racines ?, 
k, {de l’équation X,,_,— 0, dont les deux dernières n’en- 
tent plus dans son expression, et l'ayant ordonnée par 
rapport à z, on Ja divisera par I à l'effet d'éliminer 5; le 
reste de la division ne contiendra pas z et sera la valeur 
de V débarrassée des trois racines z, k, £. On continuera 
de la même manière, jusqu'à ce qu'on ait éliminé de V 
chacune des racines a, b,c,...,1,k,£; on aura alors la 
valeur de cette fonction exprimée par les coeflicients de 
l'équation proposée. 

Il importe de remarquer que l'expression définitive 
de V s'obtient par de simples divisions, et que les pre- 
miers termes des polynômes A,B,C,...,1,K,L, qui 
servent successivement de diviseurs, ont tous l'unité 
pour coefficient : par conséquent, ces divisions n'intro- 
duiront aucun dénominateur; en sorte que si l'expression 
primitive de V est entière, non-seulement par rapport 
aux racines a, b,c,...,1,k, {, qui y entrent symétrique- 
ment, mais aussi par rapport aux coeflicients p;, ps, ete., 
qui peuvent aussi y entrer, l'expression définitive de V 
sera aussi entière par rapport à ces coeflicients, et enfin, 
si ces coefhicients sont des nombres entiers, V sera lui- 
mème un nombre entier. Ce théorème important, que 
nous n'avions pas établi complétement par la méthode ex- 
posée dans la lecon précédente , se déduit immédiatement, 
comme on vient de voir, de la méthode de M. Cauchy. 

App'ication à un exemple. Détermination du der- 
nier terme de l'équation aux carrés des différences. — 
Je choisis cet exemple, pour montrer comment on peut, 
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par des artifices convenables, simplifier dans certains cas 
l'emploi de la méthode de M. Cauchy. Nous supposerons 
que l’on sache former le dernier terme de l'équation aux 
carrés des différences pour une équation du degré m1 —1, 
et nous allons chercher à en déduire la valeur de la même 
fonction pour une équation de degré m1. Soient toujours 
a,b,c,...,k,£ les m racines de l’équation 
(a) DT ep 0 pe LEO Æ Dai + Pm = 0; 
solent aussi 

M ar D} (th chhonh list à de siorate ie (A — 1) 
el 
bc) (b— dp...... En LE 1)? ; 
V sera le dernier terme de léquation aux carrés des dif- 
férences des racines de l'équation (1), et V, le dernier 
terme de l'équation aux carrés des différences des racines 
de l'équation 
\ 





X 
— — O, 
Lie CL 
ou 
(2) x! . P: | LT? + P:2 ANT + ne . + an! 10 ’ 
He LR +pia | + Pia" 
te His. 


EC DIRES 
Cela posé, on a 
= V(a—b}(a—c}..(a—k)(a— 1}. 
Or le produit (a — b) (a—c)...(a—k)(a—1) est, 
comme on sait, égal à la valeur que prend la dérivée du 
polynôme X pour x = «, c'est-à-dire à 
m am + (me — 4) p, QT He, + Dm; 


donc on aura 


V _— V. [me an! —- (mm ra 1) Pi a? a Rte pal. 
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D'ailleurs , nous admettons qu’on sache exprimer la valeur 
de V, par les coeflicients de l’équation (2), c’est-à-dire en 
foncüon de a et des coeflicients de la proposée; donc la 
fonction V pourra elle-même être mise sous la forme d’un 
polynôme ordonné par rapport aux puissances de a, et, 
en divisant ce polynôme par le premier membre de l’é- 
quation proposée , dans lequel on aura remplacé x par a, 
le reste de la division donnera la valeur cherchée de V. 
Cela posé, on sait calculer la fonction V, pour une 
équation du second degré; on pourra donc calculer cette 
fonction pour l'équation du troisième degré, PILE pour 
celle du quatrième, et ainsi de suite. 
Cas du troisième degré. — L'équation proposée sera 
L' + PT + gt HT= O0, 
et l’on aura 
V=—=(a—b}(a— c}(b — c}, 
Vi=(b—c), 
V= Vi(a—b}{(a— c); 


V, étant relatif à l'équation du deuxième degré 


a+ p LES O, 
rot | + pa 

| 

| Se à 
on a immédiatement 
V=(p+a)— 4{(3 + pa + a) = —3a—2pa + (p— 4q); 
d’ailleurs 

(a — b\{a — c) = 3a? + 2 pa + 9, 

par suite, 


V=(—3a— 2pa+ p°— 4q)(3a + 2pa +q)} 
——27a— 54 pañ—27pla + Apila + 4pt |æ+ 4p'q 
— 54q| —172pq|l —18p°q| —19pq? 
209) 


CC er md 


— 4 9° 








Divisant cette valeur de V par 4° + pa? + ga +r, on 
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trouve pour quotient 
— 29 a — 27 pa? — 27 qa + (4 p° + 27r —18pq), 
et pour reste, 
—#qg—27r +a8pqr +pg — Apr, 


ce qui est précisément la valeur de V que nous cherchons. 


Méthode d'élimination fondée sur la théorie des 
fonctions symétriques. 


Parmi les applications que l’on peut faire de la théorie 
des fonctions symétriques, l’une des plus importantes 
est, sans contredit, la méthode d'élimination que nous 
allons expliquer. 

Considérons deux équations, des degrés m et n respec- 
tivement, contenant deux ou un plus grand nombre de va- 
riables x, y, etc. , et entre lesquelles il s’agit d'éliminer x. 
Nous supposerons ces équations complètes, et leurs coef- 
ficients entièrement indéterminés, et les ordonnant par 
rapport àx, nous les représenterons par 


(a) LP > D D Pal HR Date + Pr = O0; 
(RE quel qia Elf , HiquiZ <m Qn =". 

Les coeflicients p;, ps, etc., 1, Q2, etc., sont des fonc- 
ons entières de y, etc. 

Désignons par a, b,c,...,k, { les m racines de la 
première de ces deux équations, lesquelles dépendent 
de y et des autres variables, s’il y en a, et portons-les 
dans la seconde; on aura ces m résultats 

GPA OT PAR © 5 CL" a — qi 
bn qu Dr qu D + EE ques bd + qua 
(3) Pa aa Chen Gi it LR Ra Fig 


SPP IUL0 Le. 6 © 10, 0° 5 ee à 0e © + ee 0 20 20 5 D. 0 


RRQ UE qqn ge 
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Cela posé, si l’on multiplie ensemble tous ces résultats, et 
que l’on désigne par V leur produit, il est facile de voir que 


Via 


sera l'équation finale résultant de Pélimination de x entre 
les deux équations proposées. En effet, l'équation finale 
résultant de l’élimination de x entre deux équations est 
simplement la condition nécessaire pour que ces deux 
équations aient une racine commune, et il est bien évi- 
dent que la condition nécessaire et suflisante pour que les 
équations (1) et (2) aient une racine commune, est.que 
l’un des résultats (3), ou leur produit V, soit nul. … 

D'ailleurs, V est une fonction symétrique et entière des 
racines de l’équation (1), qui contient en outre rationnel- 
lement les coefficients de l’équation (2); on pourra donc 
exprimer cette fonction rationnellement à l’aide des coef- 
ficients des équations (1) et (2). 

L'application de la méthode précédente à deux équa- 
tions, dont les coeflicients ont des valeurs particulières, 
conduit toujours à la véritable équation finale, pourvu que 
ces équations contiennent la plus haute puissance de l’in- 
connue qu’on élimine. Cette méthode a, en outre, l’avan- 
tage de conduire à un théorème important, dont nous allons 
présenter la démonstration. 


Théorème sur le degré de l'équation finale, résultant de 
l'élimination d’une inconnue entre deux équations. 


Nous conserverons les notations employées dans le pré- 
cédent paragraphe, et nous supposerons toujours que les 
deux équations (r) et (2), l’une du degré m, l’autre du de- 
srén,soientcomplètes, etque leurs coeficients, représentés 
chacun par une lettre, soient dans une parfaite indépen= 
dance. Alorsles quantités p, etg, sont des fonctions entières 
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du premier degré par rapport aux variables y, ete,, qui en- 
tent dans les équations proposées; pareïllement, p,, q: 
seront du second degré, et, en général, le degré des coefh- 
cients de x dans les équations (r)et (2) sera indiqué parleur 
indice. Cela posé, nous allons démontrer le théorème 
suivant. 

Le degré de l'équation finale résultant de l'élimination 
d’une variable x entre deux équations complètes dont 
les coefficients sont indéterminés et indépendants les uns 
des autres, est précisément égal au produit des degrés 
des deux équations. 

Considérons , en effet , un terme quelconque du produit 
des expressions (3), par exemple 


(2 ge ) 
no nt "48... y De PTS ; 


ce terme se trouvera dans V, ainsi que la fonction symé- 
trique dont il fait partie. V est donc la somme d'expres- 
sions de la forme 


S PA 7? 
LEE. ONCE PES A HER 


US] D e — 
en observant qu'il faut remplacer q,_, pari, sia—n, 


et de même pour les autres. Or, d'après ce qui a été dit 
plus haut, le facteur q,_, In—6e **: In—) est du degré 
(n— a) + (n—6)+...+{(1—)) oumn—{(a+6+...+)à) 
par rapport aux variables y, etc.; si donc nous faisons 


. & ,6 À 
voir que le second facteur d'a b ...{ est, par rap- 


port à ces mêmes variables y, etc., du degré a+6+...+à, 
il s’ensuivra que le terme de V que nous considérons 
est du degré mn, et que V est lui-même de ce degré. 
Les coefhicients p:, p:, etc., de l'équation (1) étant, par 
rapport à y, etc., d’un degré égal à leur indice, il en 
sera de même des sommes de puissances semblables s,, 
5, etc., de ses racines; cela résulte immédiatement des 


"A 


9 
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formules de Newton. Aïnsi, le degré d’une fonction sy- 
métrique simple telle que s, est le même, soit que l’on 


considère s, comme fonction de a, b, etc., soit qu’on la 
de : } 
considère comme fonction de y, etc. Enfin, nn a D 


peut s'exprimer à l’aide des sommes s, par une formule 
entière qui sera du degré a+ 6+...+ 2 par rapport 
aux racines &, b, etc., et qui sera, par conséquent, aussi 
du même degré par rapport à y, etc. Le théorème est 
donc démontré. | 

Nous avons admis comme évident que les termes de 
degré mn, qui se trouvent dans V, ne peuvent se détruire , 
tant qu’on laisse indéterminés les coefficients des équa- 
tions (1) et (2). Voici, au surplus, un moyen très-simple 
de le démontrer. 

Considérons les deux équations 


(1”) (c+ay+b)(x+@my+bi)...(tz+anY + bn) =0, 
(2) (r+a r+d)(z+e y +)... (t+c y +d)=0, 


entre les deux inconnues x et y, et qui ont pour premiers 
membres, l’une (r1’) un produit de m facteurs linéaires, 
l’autre (2’) un produit de 7 facteurs pareillement linéaires. 

L'équation finale résultant de l'élimination de x entre 
les deux équations (1) et (2) aura évidemment pour 
premier membre le produit des mn facteurs linéaires dont 
l'expression générale est 


une c,) Y 13 les d) 2? 


pet y pouvant prendre touies les valeurs de : à me et de 1 
à n respectivement; et si on laisse indéterminées les 
quantités &, d1, C1, di,..., cette équation finale sera du 
degré mn. 

D'ailleurs, cette équation finale doit être comprise dans 
l'équation V — 0, qui est relative aux équations géné- 
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rales (1) et (2); donc cette dernière ne saurait être d’un 
degré inférieur à mn, à moins qu’on ne suppose aux coef- 
ficients des valeurs particulières. 

Si les coeflicients des équations (1) et (2) ont des valeurs 
déterminées, on pourra toujours appliquer le raisonne- 
ment qui précède, pourvu que ces équations contiennent 
la plus haute puissance de l’inconnue qu’on élimine. 
On est alors conduit à la proposition suivante, qui est 
générale. 

Le degré de l'équation finale résultant de l’élimina- 
tion d’une inconnue entre deux équations qui en contien- 
nent plusieurs, est au plus égal au produit des degrés de 
ces équations. 

Ce théorème a lieu encore, si les équations que l’on 
considère manquent de la plus haute puissance de l’in- 
connue qu’on élimine. 

Soient, en eflet, deux équations entre deux variables x 
et y, ayant respectivement m et 2 pour degrés et manquant 
du terme le plus élevé en x. En considérant x et y comme 
des coordonnées rectilignes, ces deux équations appar- 
tiendront à deux courbes, et le degré de l’équation finale 
résultant de l'élimination de y sera le nombre des points 
_ d’intersection réels ou imaginaires de ces courbes. Par 
conséquent, ce nombre ne changera évidemment pas, 
si l’on rapporte les deux courbes à d’autres axes de coor- 
données; mais alors les nouvelles équations de ces deux 
courbes se déduisent des anciennes, en remplaçant x 
et y par des fonctions linéaires ax + by, a x +b'y, et 
contiendront évidemment, l’une un terme en x”, l’autre 
un terme en x”, à cause de l’indétermination de a et a’; 
le degré de l'équation finale en y résultant de l’élimina- 
tion de x entre ces nouvelles équations sera donc au 
plus égal à mn : par suite, le nombre des points d’inter- 
section des deux courbes ne pourra surpasser 777, et il en 


en 
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sera de mème du degré de l'équation finale résultant de 
l'élimination de y entre les deux proposées. 

La même chose aura lieu si les deux équations propo- 
sées contiennent, outre + et y, d’autres variables u, z,, 
En effet, si l’on pose 


PT mn nf — M iy+- 
PTE L'en A)pua 


et que l’on considère k, k',..., comme des paramètres, 
le raisonnement précédent s’appliquera aux deux équa- 
tions proposées, qui ne renferment plus que x et y. Par 
où l’on voit que l'équation finale en y, z,u,..., résul- 
tant de l’élimination de x, sera au plus du degré mn, si 
l’on y remplace z,u,..., par ky, k'y..., et cela, quels 
que soient #, k’,...; mais cette substitution ne change évi- 
demment pas son degré, lequel ne pourra done, en aucun 
cas , surpasser 77/1. 

La méthode d'élimination par les fonctions symétri- 
ques, telle que nous l’avons exposée, ne donne pas le 
moyen de déterminer, dans la résolution de deux équa- 
tions simultanées , la valeur de la seconde inconnue, qu'il 
faut joindre à chaque racine de l'équation finale. M. Liou= 
ville a cherché à combler cette lacune, et il y est parvenu 
(tome XII du Journal de Mathématiques pures et applr- 
quées) , comme nous l’indiquerons dans la leçon suivante. 
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QUATRIÈME LECON. 


Méthode de M. Liouville pour la résolution de deux équations à deux 
inconnues, en employant ia méthode d'élimination par les fonctions 
symétriques, et en supposant connues les racines de l’équation finale. 
— Extension au cas d’un nombre quelconque d'équations entre un même 
nombre d’inconnues. — Méthode d’Abel pour déterminer la racine 
commune à deux équations. — Théorème de Lagrange sur les conditions 
nécessaires pour que deux équations aient plusieurs racines communes. 


Méthode de M. Liouville pour la résolution de deux 
équations à deux inconnues. 
Soient deux équations 
(x) Tire HAN 0 PA, Per 0", 


entre deux inconnues x et y; nous introduirons une 
autre variable £, telle que l’on ait 


(2) LD PIN OU MTÉES, PT E, 

a désignant un paramètre indéterminé. En mettant, au 
lieu de x, sa valeur £— y, les équations proposées 
deviennent 

(3) HA HaN, 0) O0 Ft er, = 0. 


Cela posé, nous éliminerons y, entre les équations (3), 
par un moyen quelconque; nous obtiendrons ainsi une 
équation finale en t{, renfermant le paramètre &, et nous 


la représenterons par 
(4) dti a 0, 


1 


comme pour &« —0,on a tx, l'équation finale en x 
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qui résulierait de l'élimination de y entre les équa- 
tions (x) sera d’abord 

(5) AL: 0)= 0: 


Voici maintenant comment on obtiendra la valeur 
de y qui correspond à chaque racine x de cette équation 
finale. Considérons t et « comme des coordonnées rec- 
HAE Léon (4) appartiendra à un lieu qui 
n’est autre chose qu’un système de droites réelles ou ima- 
ginaires, lesquelles seront aussi représentées par l’équa- 
üon linéaire 

l=X ETAT, 


où l’on doit remplacer x et y successivement par les divers 
couples de solutions communes aux équations (r). 

Considérons , en particulier, un couple de valeurs de x 
et y satisfaisant aux proposées, et la droite correspon- 
dante {—x+ «7, dont l’ordonnée à l’origine est OM=x 
{ fig. 1), et le coefficient angulaire tang MAO = y. 

Cela posé, supposons d’abord qu'à la valeur x que nous 
considérons ne corresponde qu’une seule valeur de y; la 
droite AB sera la seule des droites représentées par l’équa- 
tion (4), qui passera par le point M : en d’autres termes, 
la droite AB sera la seule tangente au point M du lieu que 
représente l'équation (4). Mais le coefficient angulaire de 
la tangente en un point quelconque (f, «) de ce lieu s’ob- 
üent en différentiant l'équation (4); ce qui donne 


dY dy d& 


(6) te Je 0e 
d’où 
v d' 
dt da es 
de ren dy = 41 ( 
dt 


équation qui ne sera en défaut que si l'on a en même 
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temps LA rPRE des 0; ce qui n'a lieu que pour les 

da EU: / ï { I L x 

points singuliers. Nous savons, d’ailleurs, qu’au point M, 

qui a pour coordonnées æ = 0 et t—x, la tangente a 
pour coeflicient angulaire y; on aura donc 


Y = Y\(x, 0), 
et notre problème est résolu. 

L'application de cette méthode exige un calcul plus 
long que si l’on se proposait seulement l'élimination de y 
entre les deux équations proposées; car le premier mem- 
bre de l'équation finale (5) n’est que le premier terme 
de l’équation (4) ordonnée par rapport à & : mais on peut 
démontrer facilement qu’il n’est pas nécessaire de calcu- 
ler l'équation (4) tout entière, et qu’il suflit d'en con- 
naître les deux premiers termes. Imaginons, en effet, 
que le polynôme d{£,«) soit ordonné par rapport aux 
puissances de &, de sorte que l’on ait 
(7) d(t,a)= œ(t)+am(t) +am(t)+..., 
et qu'on connaisse les deux premiers termes &(t)etw; (1); 
l'équation finale en x sera d’abord 


air) = 0: 
Ensuite on tire, en différentiant l'équation (9), et déno- 
tant les dérivées à la manière de Lagrange, 


dy! | | 
RE (0) am (0) + 20 
(8) UGS 
dy | 
— = ot) +2am(t) + ...; 
da 


d’où | 
; ailt)+ 2amalt) + ... 

dite, = — ———————- 7 eee : 
g'(t)+am(t) +... 


et, par conséquent, 
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L’équation précédente fera connaître la valeur de y qui 
correspond à chaque racine x, et elle ne sera en défaut 
que pour les valeurs de x auxquelles correspondent plu- 
sieurs valeurs de y. C’est le cas que nous allons actuel- 
lement examiner. 

Supposons qu’à une mème racine x de l'équation (6) 
correspondent deux valeurs de y que nous désignerons 
par yet y; alors les droites AB, A, B, ( fig. 2), repré- 
sentées par Îles équations 

BL Has EAU; 
passeront par un même point M de l’axe OT : autrement 
dit, au point M, qui est un point de la ligne représentée 
par l'équation (4), il y a deux tangentes à cette ligne, 





| FE dpt ut | 
AB et À, B, ; on a donc en ce point = Or Op et 
3 dt à ny - , 
pour avoir la valeur de es il faut diflérentier l’équa- 
dœ 


s : , k d 
tion (6), ce qui donne, à cause de ARE 0, 





dt 
d?4 d’4 dt d°'}) {dia 
(9) de OT dde ae (5) (ER 


En faisant &« — 0 et 1— x, on tirera de cette équation 
; dt : NAT 
deux valeurs de —, qui seront précisément celles de y 
da ? 


et 13 et l’on peut voir aisément qu’il suflit de connaître 
les trois premiers termes de d (1, «). Différentions, en 








eflet, les équations (8); on aura ’ 
d? y 1} 
PTE = &"(t)+az, (Fr) + ..., 
d?4 
— —=%, (ft) 2a, ({ Le 
da dt DE ne CAR ME 2 
12% nt 
: Ÿ = Das Lt) —- 
da’ ah 


D'après cela, faisant dans l'équation (9), «=0,1=%x, 


QUATRIÈME LEÇON. 41 
dl 


— = on aura 
da V 


o’(x)y'+ 2, (x) y +2w(x) = 0, 
équation qui a pour racines les deux valeurs yet y;, qui 
correspondent à x. 

On voit, par là, comment il faudra opérer, si à une 
mème valeur de x correspondent trois ou un plus grand 
nombre de valeurs de y. Je ne pense pas qu'il soit né- 
cessaire d’insister davantage. Remarquons seulement que, 
pour qu'à une valeur de x correspondent deux valeurs de 
3 il faut que l’on ait en même temps 

œubhe CAE Gi (el 0% 
pour qu’il y ait trois valeurs de y correspondantes à la 
valeur de x, il faut, de plus, que l’on ait 
HIVER RO," til 0; 
et ainsi de suite. Ces cas particuliers ne pourront donc ja- 
mais se présenter que si l'équation finale a des racineségales. 


Extension au cas de plusieurs équations. 


La même méthode, où l’on peut éviter les considéra- 
tions géométriques que J'ai cru devoir employer pour plus 
de clarté, s'applique au cas d’un nombre quelconque 
d'équations entre un pareil nombre d’inconnues. 


Soient, par exemple, trois équations à trois incon- 
nues X, Y, Z, SAVOIr : 
GP (x; r,;7)—=0, Fr, 7;2)=0, "ex, ,2—0; 
on posera 
(2) | (—=xz+ay + 6z, 
t étant une nouvelle variable, & et 6 deux indéterminées , 
et l’on portera dans les équations (1) la valeur de x, tirée 
de l’équation (2) : on.aura ainsi trois équations, 
Mnar--162,,7,2) = 0) F(E- am ei62 72) —0, 
l 


ER 


p (£ nn Re 62, Vs z) 0, 
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entire lesquelles on éliminera y et z par un moyen quel- 
conque (*). Soit 


(4) Y(t, a, 6) =o 

l'équation finale en # ainsi obtenue; on aura d’abord l’é- 
quation finale résultant de l'élimination de y et z entre 
les proposées, en faisant t— x, «—0,6—o; ce sera 
donc 

(5) ÿ(æ,0,0)—o. 


Maintenant, pour avoir les valeurs y et z qui corres- 
pondent à chaque racine x de cette équation finale, on 
e 072 e 9? e A ol 
différentiera l'équation (4) par rapport à &, puis par rap- 
port à 6; on tirera ainsi 


dy 
di da | | 
De ee = NT A0 
da d'y fr RORENUE 
dt 
(6 
(0) dy 
dt PT 
Alpe Cl æ, 6). 
AE dj Ÿ (£, æ, 0) 
dt 


D'ailleurs, en différentiant l'équation (2), on a 


dt dt 


pri A EST ? 


faisant donc dans les équations (6) «—0,6—0,1=—x, 
on aura 
PME 0 O0, ee Cr, 108 0 


Comme dans le cas de deux équations, il ne sera pas 
nécessaire de connaître les termes de Y(t, x, $) qui dé- 


{*) La méthode d'élimination par les fonctions symétriques sera éten- 
due, dans une prochaine leçon, au cas d'un nombre quelconque d’é- 
quations. 
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passent le premier degré en « et 8; car, si l'on suppose 


Yt,a,6)=o(t) +aat) +6®,(t) + dd 


on aura 
D = (2) + ER 
= mt + 
Monte 2 RUE 


par conséquent , l'équation finale en x sera 
Lo] (x) — O0; 
et les valeurs de y et z seront 


© (x) DR TE 


— , 


ee ANT Le) 





Si à une même valeur x correspondaient deux valeurs 
de y et de z, les formules précédentes seraient en défaut ; 
il faudrait alors opérer comme nous l’avons fait dans le 
cas de deux équations. Ces cas d'exception n’offrent au- 
cune difliculté, et je ne crois pas nécessaire de nous y 
arrêter davantage. 

Au lieu d'employer deux indéterminées x et 6, comme 
nous l’avons fait, on peut se borner à une seule, et 
poser 


(9). : t=x+ay + az; 


on éliminera alors x, y et z entre cette équation et les 
proposées, et l’on aura une équation finale 


(8) Ÿ (és œ) 0: 
L’équation finale en x s’en déduira, comme précédem- 
ment, en faisant 4 —0, 1—x; cette équation sera donc 


in (2% 0) MO; 
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Pour avoir y et z, on diflérentiera deux fois l'équation (7), 
par rapport à &; ce qui donnera 


dt d°t 
= Y + 2uxZz, , 
da? 





6 2: 





da 


Cela posé, en différentiant l’équation (8), on trouve 





d'y 
dt dx 4 
(9) D NT NE ? 
dt 
d’où 
(10) Y +2az—= %l(r,a); 


différentiant aussi cette équation (10) par rapport à &, on 


aura 
dy; dy, dt 
Z Came, 


#) es. AREA 
de dt de! 


dt . ? : 7 2 _ à 
ou, en remplacant 7. Par sa valeur tirée de l'équation (9), 


d'y, d'y, # 
t- AM. Vo (£, %). 


(11) , DER 





da 


Enfin, faisant «—0o, #—x, dans les équations (10) 
et (11), on aura 


1 28) 0), “oz 2"; (x, 0). 


Il est facile de voir qu'il ne sera pas nécessaire de calculer 
l'équation (8) entièrement, et qu'il suflira d’en connaître 
les trois premiers termes. 

Le problème dont nous venons de donner la solution, 
d’après M. Liouville, est compris, du moins lorsqu'il ne 
s’agit que de deux équations, dans un autre plus général 
considéré par Abel. Supposons qu’on ait deux équations 


UT, FT MTMEE Nyr )0 
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et qu'ayant éliminé y par un moyen quelconque, on ait 
trouvé cette équation finale 


HD 0 


cette dernière exprimant la condition pour que les deux 
proposées où y sera alors l’inconnue aïent une racine 
commune , la recherche de la valeur de y, qui correspond 
à une racine de l’équation finale en x, est ramenée à 
trouver la racine commune y aux deux équations don- 
nées. C’est précisément la question qu’Abel s’est pro- 
posée, et qu’il a résolue dans un Mémoire publié dans les 
Annales de Mathématiques de Gergonne, tome X VIE, et 
qui ne fait pas partie du Recueil de ses œuvres complètes. 
Nous allons exposer sommairement l'analyse de ce grand 
géomètre. 


Méthode d’Abel pour déterminer la racine commune 
à deux équations. 


Quand deux équations ont une racine commune, on 
peut déterminer cette racine par la méthode du plus grand 
commun diviseur; mais on peut aussi, comme Abel l’a 
fait voir, former immédiatement l'expression de cette ra- 
cine commune par la méthode des fonctions symétri- 
ques : on peut encore, par le mème procédé, déterminer 
une fonction rationnelle quelconque de cette racine com- 
mune. | 

Soient les deux équations 


(x) F{T) EU tE P: KM RUE PTE Len SL + Pr FH Pn= 0, 
LE) = 7" + gt EE ONE Qui Y FR 0) 


qui ont une racine commune Y;, Mais qui n'ont que cette 
seule racine commune, et proposons-nous de ‘calculer 
une fonction rationnelle et entière » (y) de cette racine, 
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Désignons par y1, ÿ2,...,7, les z racines de l’équa- 
tion (2), et portons-les dans le premier membre de l’é- 
quation (1) f (y); on aura ces 7 résultats 


SF PSM) CN SATA 


dont le premier est nul. Faisons ensuite les produits 
n —1 à n— 1 de ces 2 quantités, et désignons générale- 
ment par R, celui de ces produits qui ne contient pas le 
facteur f(y,); les quantités 


Re ESS URLS - TER 


seront toutes nulles, à l’exception de la première. Cela 
posé, on aura identiquement 


Rio (gi) = Rig(yi) + Ra pe) + Rips) + + Rag(yn) 
= Re(r), 
RER HR +R +... +R=ŸR, 
d'où, par la division, 
| SRo() 
ROUE es ouE 


le signe >: s'étendant à toutes les racines de l’équa- 


tion (2). On voit que cette expression de 9 (y:) est une 
fonction symétrique et rationnelle de toutes les racines de 
l'équation (2), et, par conséquent, on pourra la calculer 
par l’une des méthodes que nous avons exposées. 

Tel est le principe de la méthode d’Abel; mais on peut, 
par un artifice ingénieux qu il a indiqué, simplifier no- 
tablement le calcul de la fonction o( Yi}. Soit 0 (y) une 
fonction rationnelle quelconque dont nous nous réser- 
vons de déterminer ultérieuremeni la forme; on aura, de 
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mème que précédemment, 


RO (r)p(r) = R0 (rie (7) + Ri0 (72) (72) +... 
+ R0(yn)p(r) = DRO(Y)e (Tr), 


R, 0 (Yi) —= R, 0 (y) + R; 0 (Ya) Eu Le eus Le + R,0 VA 


= ÿRo(r); 


d'où, par la division, 


ARR ren) 
PETER 





Cette nouvelle expression de ® (y,) est, comme la précé- 
dente, une fonction symétrique des racines de l’équa- 
tion (2) et pourra être calculée de la même manière; mais 
elle devient plus simple, comme on va le voir, en dispo- 
sant convenablement de la fonction indéterminée 0 (y). 
Nous désignerons par F'(y) la dérivée de F (y), et nous 
poserons avec Abel, 


? L'suee 





la valeur de o (y) sera alors 


Ry (1) 
ELA 
R 

Rey 
Cela posé, les quantités R;, Re, ..., R, peuvent s’expri- 
mer rationnellement, la première à l’aide de y;, la se- 
conde à l’aide de y, etc., la dernière à l’aide de y,. 
En effet, R, est une fonction symétrique des quantités 
ln EXCEPLÉ Yu c'est-à-dire une fonction sy-- 
métrique des racines de l'équation 


Er 


e(r)= 
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ou 
Fa Da à [pme 
mr 4 Qu à + Yu | : 
A | 


R: pourra donc s'exprimer sous forme rationnelle et en- 
tière à l’aide de y, et des quantités toutes connues qui 
entrent dans les équations {1} et (2), de la manière sui- 
vante: 

Ru po + pi Yet pa a eee + Pp Vu 


En outre, par l’un des procédés indiqués dans la deuxième 
lecon, on pourra chasser de l’expression de R, toutes 
les puissances de y, supérieures à la (7 — 1)°"°, en sorte 
que la valeur de R, aura finalement cette forme : 


Loue) JR 


(3) R, — Po + Pi Y p. + 2 Ja + + Pr J'y 5 


et l’on déduira de cette équation les valeurs de R,, 
R;,..., R,, en donnant successivement à l'indice w les 
valeurs 1.2,,3.. M 7. | 

La quantité R,o9(y,) pourra également s'exprimer 
par un polynôme entier et rationnel par rapport à y, de 
degré 7 — 1, et qu'on calculera aisément quand R, sera 
trouvé : soit donc 


—L 


Rap (TR) + 4 Je BTE + + Ty 


Mais par un théorème connu (*), si (7) désigne un 
polynôme quelconque du degré 7 — 1, la somme 


D dr) 
F7) 
étendue aux racines 1,72, + « -; Yn de l'équation 


F(r)=o, 





(*) Ce théorème, qui résulte de la théorie de la décomposition d’une 
fraction rationnelle en fractions simples, sera démontré dans la leçon sui- 
vante. 
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a pour valeur le coeflicient de y"! dans d(y); on aura, 
d’après cela, 





et, par suite, 


1 MR | er) = = 





Il suflit donc, pour avoir la valeur de notre fonction 
‘entière o(y:), de calculer les coefficients de y" dans 
R,et R, o(y,). Pour une autre fonction entière ®(Yy;), 


on aurait pareillement 


5 À Tr 
st a EVIL Æ mi 


V,_, désignant le coeflicient de LE dans EAU AM ER à 


b(r1) 
(7) 





par suite, pour une fonction rationnelle , On aura 


PC) 2 Tan 


—— 


PANNE 





Si l’on veut seulement calculer y;, il faudra faire 
D(Y1) =: dans l'équation (4); t,_,"sera alors le coefli- 

== 1 : + : e 27 x 
cient de 7”, dans R,y,: 0r, en multipliant l’équa 
tion (3) par Y, » On trouve 


nm 


2 = n 
R, DORAEERPS Yu ex ps Yo +. LEE RE? Y y À Pa Yu 


et, en chassant y} à l’aide de l’équation (2), 


Vu Edit BY Her R4,=,0) 


on aura 
1) 
R, La = + (4e 7) po Y y , 


{ 


4 


LA 
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et, par suite, | 
En En Sr JiPn_15 


la valeur de y; sera donc 


Ye Tip (ur 


Pr Pr—1 
Par où l’on voit qu'il suflit, pour avoir y,, de calculer 
e N—] 11—9 
dans R, les coeflicients de y,- et dey, 

C’est ici l’occasion de mentionner un beau théorème 
que Lagrange a démontré dans son célèbre Mémoire in- 
séré parmi ceux de l’Académie de Berlin pour 1970 et 
1771, et qui est relatif aux conditions nécessaires pour 
que deux équations aient plusieurs racines communes. 


Théorème de Lagrange sur les conditions nécessaires 
pour que deux équations aïent plusieurs racines com- 
munces. 


L'objet de ce théorème est de faire connaître.les condi- 
tions pour que deux équations algébriques aïent deux, 
trois, etc., racines communes , quand on connaît la condi- 
tion pour qu’elles en aïent une. Voici en quoi il consiste. 

Si V — o exprime la condition pour que deux équa- 
tions algébriques 
PE) = 2" + pi a + pra + 4 ee Æ Pni Z HE Pn = 0; 

Fr) = 2 + qi at + QT SE Qndi & Qi ON 
aient une racine commune, V désignant une fonction 


entière des coefficients pi, Pos «++; Qis Qase - + les condi- 
tions nécessaires pour deux racines communes seront 


_dY 
V—=o et ——-—o, 
à AP 
ou bien 
2 dv 
"af. V=—o#eét -—=0; 


dq 
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pareillement les conditions nécessaires pour trois racines 
communes seront 








y dV d?V 
Me - set À Er 
de dm ” dp} 8 
ou bien 
dV d?V 
V0. Pa TN 7 NS 


et ainsi de suite; en sorte qu’on obtiendra les condi- 
tions nécessaires pour pr racines communes, en joignant 
à l'équation nécessaire pour une seule racine commune 
les u— x: équations qu'on en déduit en la différentiant 
u—1 fois par rapport au dernier terme de l’une des 
deux équations proposées. 

Voici comment Lagrange a démontré ce théorème. Re- 
marquons d’abord qu’on obtiendra la condition 


MEROS 
nécessaire pour que les équations 
(x) | Tu} '08 Mix) 20 


aient une racine commune, en éliminant x entre ces deux 
équations. Cela posé, considérons les deux équations 


(jee f(x) =y,; F(x) =o, 


qui ne diffèrent des équations (1) qu'en ce que le der- 
nier terme p,, de la première est remplacé par p, — y; 
on obtiendra l'équation finale résultant de l’élimination 
dex entre les équations (2) en faisant ce même change- 
ment de p,, en p,—7 dans l'équation V —0; cette équa- 
tion finale sera donc, d’après le théorème de Taylor, 

aN FEAT de TENVERKS 


EE ,., 0. 


fe dPm J AD AU 2 AD 24 "ie 





(3) 


Pour que les équations (1) aient une, deux, trois, etc., 


f: 


LS 
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racines communes, il faut et il suflit que l'équation (3) 
en y ait une, deux, trois, etc., racines nulles, c’est-à- 
dire que l’on ait 

GNIREE: 


SE dp A 





pour deux racines communes ; que l’on ait, en outre, 


d?V a 
dP;n LT 


pour trois racines communes, et ainsi de suite. 
ExempLe. — La condition pour que. les deux équations 


+ prst gt +r=0O0; 
3x? + 2px + q—=o 


(4) 


aient une racine commune, est 
(5). nat Fagr = hBpgr pa PApir= 0; 


on obtiendra donc les conditions nécessaires pour deux 
racines communes, en Joignant à l’équauon (5) celle 
qu'on en déduit par la différentiation relative à g ou à r. 
En différentiant par rapport à r, on trouve 


(6)”: 277 —9pq +2p = 0. 


Les équations (5) et (6) expriment ainsi les conditions 
pour que la première des équations (4) ait deux racines 
communes avec sa dérivée, c'est-à-dire pour qu’elle ait 
trois racines égales. 
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Développement en fractions simples, d’une fraction rationnelle dont le 
dénominateur n’a pas de facteurs multiples, — Démonstration d’une 
formule d'analyse. — Méthode de M. Liouville pour former le dévelop- 
pement d’une fraction rationnelle. — Cas des fractions rationnelles dont 
le dénominateur a des facteurs multiples. 


. Nous nous sommes appuyé, dans la dernière leçon, 
sur une formule que l’on peut déduire de la théorie de 
la décomposition des fractions rationnelles en fractions 
simples, ou qui, inversement, peut être prise pour le 
point de départ de cette théorie. Nous allons étudier en 
détail ce double point de vue. Nous commencerons par 
établir le développement en fractions simples d’une frac- 
tion rationnelle dont le dénominateur n’a pas de facteurs 
multiples, et nous en déduirons la formule dont nous ve- 
nons de parler. Nous donnerons ensuite, de cette même 
formule , une démonstration directe due à M. Liouville, 
et nous exposerons la méthode qu’il en a déduite pour 
former le développement d’une fraction rationnelle. Nous 
ferons voir, enfin, comment on peut passer du cas des 
fractions rationnelles dont le dénominateur n’a que des 
facteurs simples , au cas des fractions dont le dénomina- 
teur a des facteurs multiples. 


Développement d’une fraction rationnelle en fractions 
simples. 
VHéorëmE. — Soient 
Abel y é Un \ {y 
fa) = (x — a) (x — b) (x —c)...(x —1) 


un polynôme du degré m dont toutes les racines a, b, 
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c,..., l sont inégales, et F{x) un polynôme du degré 
m—1 au plus; ü y aura un système de valeurs des 
constantes À, B, C,..., L, tel que l’on aura identi- 
quement 

RES ARR B C L 


Qu) Tee DRE D Band tee TOC 











7 


et ul n'y en aura qu'un seul. 
L'équation (1) peut s’écrire ainsi : 

Af Lf(x 
APE), BF fe). 


L— 4 CPE: DÉNER vent 


(2) F (x) = — 


et si l'on admet qu’elle soit identique, elle sera satisfaite 
quand on donnera à x les valeurs a, b,c,...,{; mais 
pour x == a , tous les termes du second ee mi nuls, 





à l'exception du premier Ar f é FA , qui se réduit à À f/(a): 
on a donc 
| F (a) 
F (a SAN a), d’où A a 
(e $ J”{a) 


L’équation (2), ou, ce qui est la même chose, l’équa- 
ion (1) ne peut done avoir lieu identiquement que si 
l'on a 

FL Fb) . F@) 

st ! 


Fo? FAC RE 


ces valeurs de À, B, etc., sont les seules qui puissent rem- 
plir la condition demandée. Pour prouver qu'elles la rem- 
plissent en eflet, remarquons qu’en les adoptant, l’équa- 
tion (2) sera satisfaite pour les m valeurs a, b, c,..., 
de x, et sera par conséquent identique, puisque son de- 
gré est m—1 au plus : d’ailleurs, les valeurs trouvées 
pour À, B, etc., sont finies, car les racines a, b, etc., 
sont inégales. On a donc le développement suivant pour 


(3) A— 





QT 
QT 
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F(x): 
la fraction rationnelle 
f (æ}, | 
F(x) ENG er FE (Bb) sr FC) at 
RE MU it Te 2, NP k 
fe) Ac) x —a" jf’) 6 J'(2) x 
Supposons maintenant que le numérateur de la fraction 
rationnélle FC soit de degré supérieur à celui du déno- 





J (x) 


minateur. ARE par o (x x) le quotient de la division 


de F(x HR CE }, et par (x) le reste : on aura 


: # a 1 ' ; 


mais, à cause de F(x) = &(x) f(x) + o(x), on a 








p(a) = F{a), g() A 








donc 
D HOME F(b)sr Re 
Ja) ue Plaza Fa SRE T7 Pa, 


On voit que, dans ce cas, le développement conserve la 
. même forme; il faut seulement ajouter le quotient en- 
ter de la division du numérateur par le dénominateur. 


Démonstration d'une formule d'analyse. 

















L’équation 
+ ep / (2). E(b) f(x) F(1) f(x) 
MR Se à tenant et 2m ed? 


ayant lieu identiquement si F est de degré inférieur à f, 
les coefficients de x"! sont égaux dans les deux mem- 
bres ; si donc on désigne par P le coeflicient de x”! dans 
Ex), on aura 
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> Ve. — P. 

J'(x) 

Dans cette formule, f(x) désigne un polynôme quel- 
conque de degré m, dont le premier terme a pour coefli- 
cient l’unité, f(x) sa dérivée, et F(x) un polynôme 
quelconque de degré inférieur à m, dans lequel le coeffi- 


ou 


cient de x”"=! est égal à P. Quant au signe pe il s'étend 


à toutes les racines de f(x) — 0. Cette formule est celle 
sur laquelle nous nous sommes appuyé dans la leçon pré- 
cédente , et que nous avions admise sans la démontrer. Si 
le polynôme F(x) est du degré m— 2 au plus, on aura 
F—=0o,*et, par suite, 


> F(x) nes 
EC 
Méthode de M. Liouville. 


M. Liouville a déduit de l'équation précédente un 
moyen ingénieux de présenter la théorie de la décom- 
position des fractions rationnelles (*). Nous allons ex- 
poser ici cette méthode. 

Soient f(x) et F(x) deux polynômes des degrés m et 
m — 1 respectivement, ayant pour valeurs 


FC TE par E. : 2, 
ART Ur ON ME 


et considérons l'équation 
(1) Jr) +28 (x) —'0, 


où + désigne une indéterminée qui n'entre ni dans f, ni 


{*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, tome XI, page 462. 


LI 


L 
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dans F; représentons par la notation + x la somme 


des racines de l'équation (1), on aura 


(2) Do — p—Pe, 
et ces racines étant des fonctions de &, on aura, en dif- 
férentiant l'équation (2) par rapport à «, 


dx 
3 —%— -2P. 
(3) ma va” 


| + ° r ° RS » , n . 
On a aussi, en différentiant l'équation (1) par rapport 
à æ«, et dénotant les dérivées à la manière ordinaire, 


dx 


LA (x) + 2 F'(x)] = + Fa) = 0; 
d’où 
dx #: F(x) 
da f(n+er”() 


On pourra donc écrire l’équation (3) de la manière sui- 


vante : 
DAS f'(x) + a F/(x) je CLR Li 


Dans cette équation, le signe x) s'étend à toutes les ra-. 


cines de l'équation (1), et l’on peut considérer & comme 
une quantité entièrement arbitraire; faisant donc &« — 0, 


> 
DE 


le signe >: s'étendant alors aux racines de l'équation 


on aura 


LE). 





Si f étant toujours du degré », En estque du degré 
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au plus, P sera nul, et l’on aura 


F{e) 
De 0 


Voici, maintenant, comment M. Liouville déduit de 
cette dernière formule le théorème relatif au développe- 
ment d’une fraction rationnelle. 

Soient F (x) un polynôme du degré m—1 au plus, f(x) 
un polynôme du degré m, tel que 


fla)=(c— a) (8 — 6)... (&—0), 
gte)= (a — +) fe); 


le degré du polynôme o{x) surpassant de deux unités au 
moins celui de F(x), on aura, d’après le théorème qui 


vient d’être établi, 
DCR 
AC ASE, 


ou, comme a,b,c,..….,lett sont les racines de o(x) =; 


et posons 


F{ô El) F(b) FL) 
g'(#) ‘’(a)  9'(b) RUE 


Cela posé, en différentiant l'équation 
pla) = (x —t)J(x), 
pa) — 04) f(x) + J(); 











(4) 


on {trouve 


on aura donc 


v'(t) =f(:) 


er : 
fla)=(a—t)f(a), #(b)=(b—e)f (0), 0 


D'après cela, l'équation (4) donnera 


Efe) 2 FT PORN 4e PASS 


4) Lot àa SM ET TUE 





D." 
CS 
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ce qui est précisément la formule à laquelle nous avons 
été conduit par la première méthode. 


Cas des fractions rationnelles dont Le dénominateur « 
des facteurs multiples. 


Du développement que nous venons de trouver pour 
une fraction rationnelle dont le dénominateur n’a que des 
facteurs simples, on peut déduire celui d’une fraction 
dont le dénominateur a des facteurs multiples, en em- 
ployant un artifice qui nous a déjà servi dans une précé- 
dente lecon. 

Supposons, par exemple, que parmi les m2 racines 
a, b,c,..., k, l de l'équation f(x) —o , deux soient 
égales entre elles, que l’on ait b — a, mais que toutes les 
autres soient inégales et différentes de à, et soit toujours 
F(x) un polynôme de degré inférieur à celui de f(x); il 


s’agit de trouver le développement de la fraction F0 





Nous prendrons d’abord, au lieu de f(x), un polynôme 
p(x), qu'on déduira de f(x) en remplaçant l’une des 
deux racines & par une racine peu différente a + À; nous 
poserons, en un mot, 


Ne AM) ur dmtif 


Lai 


et alors nous aurons pour le développement de la frac- 














uon ? 

g(æ) 
F(x) 3. F9) CS Es h) I RTE Ft TE 
pr)” paix — a 0 (a+h)x—a—h ol) x — 1! 


On a d’ailleurs 
I l le? 


_— " - -}- RUE. = EE 


A A Un 
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donc 





Fr) Fa ME e +4) ro 
late nee 
RF(a + h) I h5 1% É 
(a+) ane | 
Mb) 2,1 TON 

(ce) x—c | gp) xt 





Mais la dérivée +’ (x) de o(x) a pour valeur 


mL eE-a—A), f(@ fe) 

g (x) = TR TÉFEUR PRET ; 
d’où, en faisant successivement x = a et x—=a<+h, et 
se rappelant que f(x) a deux racines égales à a, - 


hf" (a + fla+h)  hf"(a) 
= O} si0+ 11 PE, 


en négligeant dans o'(a + h) les puissances de L supé- 
rieures à la première. On aura, d’après cela, en négli- 
geant partout les puissances de } supérieures à la pre- 
miére , 


re ARE OU LE Fe Fa 
(2) 
AUE 








. I 


ge) x —c 








Cette égalité n’est pas exacte, mais elle le sera à la limite 
pour À — 0, auquel cas (x) — f(x); on aura donc 














FC) MR EAP 2 F(a) L ASE 
FU NS abris f"{a) (x — a) fo) zx —c® 
AUS 


On voit aisément comment 1l faudrait opérer dans le 
cas où f(x) aurait trois ou un plus grand nombre de 
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racines égales à a. Mais nous n'insisterons pas davantage 
sur cette méthode, de laquelle il ne semble pas qu’on 
puisse déduire un procédé commode pour déterminer gé- 
néralement l’expression algébrique des différents termes 
du développement; il nous suflit d’avoir montré, par ce 


qui précède, que le développement de nee dans le cas 
Tr . 

où les racines de f(x) sont inégales, n’est pas aussi par- 

ticulier qu’on aurait pu le croire, et qu'il renferme im- 

plicitement tous les cas. 
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Théorie générale de la décomposition des fractions rationnellesen fractions 
simples. — Théorèmes sur la possibilité du développement, — Méthodes 
pour former le développement. 


Théorie générale de la décomposition des -fractions 
rationnelles en fractions simples. 


Nous avons été conduit naturellement, par une ques- 
-tion incidente, à nous occuper de la décomposition des 
fractions rationnelles en fractions simples. Les détails 
dans lesquels nous sommes entré à ce sujet, sufhisent 
pour l’objet que nous avions en vue; mais la théorie des 
fractions rationnelles est si importante, et ses applications 
dans l’analyse mathématique si variées, que je crois utile 
de la reprendre ici, en lui donnant tous les développe- 
ments qu'elle comporte. 

Nous commencerons par établir qu’une fraction ra- 
F(x) 
Fa 
quelconques premiers entre eux, est décomposable en 
une partie entière (qui peut être nulle), et en plusieurs 
fractions simples à numérateurs constants, ayant pour 
dénominateurs les diverses puissances des facteurs li- 
néaires qui peuvent diviser le polynôme f(x). Nous 
démontrerons ensuite qu'une fraction rauonnelle n’est 
décomposable ainsi .que d’une seule manière, et 
nous indiquerons enfin le moyen de former son déve- 





uonnelle » dont les deux termes sont des polynômes 


loppement. 
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T'heéorèmes sur la possibilité du développement d’une 
fraction rationnelle. 


Tuéorème 1. — 9: a désigne une racine de l'équation 
f(x) =0, « son degré de multiplicité, en sorte que 
l’on ait 

fa)=(e— af (o), 
{1 (x) étant un polynôme non divisible par x — a, la 


# . F(x) . 5, , 
fraction rationnelle —— pourra toujours étre décom- 


posée en deux parties de la manière suivante : 
pr À ù É 
à > “a FT, si ? 
Lan ras (ere): of le) 





À étant une constante, .et F, (x) un polynôme entier et 
rationnel. 


En effet, on a identiquement, et quel que soit À, 








D PEAR à A9, FA 
a A. dead -(e— "fl 


et pour que le deuxième terme du second membre ne 
contienne à son dénominateur que la puissance & —: 
du facteur x — a, il faut et il suflit que le numérateur 
F(x) — A fi (x) s’annule pour x = a. Posons donc 
ar), 

(a) 
cette valeur de À sera finie, puisque f, (a) n’est pas nul, 
et si l’on fait 


F(x)— A fi (æ) = (x — a) Fi(x), 


F(a)— Afila)—=0o, d'où 


on aura . | 

F(x À Fi(æ) » 

ee = CNET à D SRE La L 
AP, Sa) (0 — 0) 4n) 


ce qu'il fallait démontrer 
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CoroLLAIRE. — En appliquant le mème théorème à la 
Fi (x) | 


a)" "f(e) 


fraction > On pourra la mettre sous la 


forme 
A, F; (x) 


T'en) fi(o) 


A; étant une constante et F,(x) une fonction entière; 
seulement ici À, peut être nulle, car F,(x) peut admettre 


le facteur x — a. En continuant ainsi, on voit que la 
F(x) 


(x — a)” 


fraction rationnelle Fa peut être décomposée de la ma- 
5 #1 
nière suivante : 
F (x) F (x) A A; 


TR CRT GS Une Us TRE M Mae ee E v. 
F9 ed AE 4 CLR. 
A1 Es (x) 


A, A,,A,,etc., étant des constantes finies et détermi- 
nées dont la première n’est pas nulle, et F, (x) une fonc- 








+ 


tion entière. | 
Soient maintenant b une seconde racine de f(x) = o 
et 6 son degré de multiplicité, en sorte que l’on ait 


fa = (x — 0) fa); 





e / LA « “ pe (æ) 
en appliquant la formule précédente à la fraction FAT ) 
{\æ 
on aura une valeur de la forme 
F,, (x) F,, (x) B B, 
HET UP La CORRE CS + ER Le 7 —- ° e 


Ji (x) à (x — b) (x) Fa b)° (x — SR 
B:_; + Mr) 
ri" 0 ès f(x) 
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et, par suite, 





Dh y" À gi Per. Me 

f(x) (ra) nr ap: Vas RE 
B B, De Fe (x 
ue CH, nine 
CRE ete —?) æ—b f(x) 


B, B;, etc., étant des constantes déterminées dont la pre- 


mière n’est pas nulle, et F, (x) une fonction entière. 
Il résulte de là , qu’en général, si l’on suppose 


Mona) (ré D} 508 EE NES 


F(x) 








la fraction rationnelle Fa pourra être développée de la 
manière snivante: | 
F(x) Â A, AE, 
a e/. D : 
J (x) (æ— a) (rx — a)” PAPAS 
B à B, = BE 
 ÿ TU 17 crie M AUDE Eure à 


@—#) (—0 


C C, CRE 
2 1. + = 
7 nt TX — C 


; + Ex), 
ca CET 


\ 


finies, et E(x) une fonction entière. C’est précisément la 
es »e , e LL 97 ° 
proposition qu'il s'agissait d'établir. 

Au lieu de s'occuper d’abord des fractions simples re- 
latives à la racine a, on aurait pu commencer par celles 
qui se rapportent à une autre racine, b par exemple; mais, 
comme nous allons le faire voir, on aurait toujours trouvé 
le même développement. 

Taforèue I. — Une fraction rationnelle n’est dé- 


5 
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composable que d’une seule manière en une partie en- 
tière et en fractions simples. 

Supposons qu’on ait trouvé deux développements d’une 
mème fraction rationnelle, 





À | B 
RE nor Je te AU) 
(x — à) (x — b) 
et 
A’ 154 
DRE Enirte m te. + Ex); 
(x — a) (x — b) 
on aura 
A A7 
æ— a) (&— a) 


Cela posé, « et x’ étant respectivement les exposants des 
plus hautes puissances de x— a , dans les deux membres, 
je dis que . Supposons, en eflet, que « 
et «' soient inégaux et que & soit le plus grand; tirons de 





, ° PATTR A , à 
l’équätion précédente la valeur de ———— ; et réduisons 
(æ — à). 
tous les autres termes au même dénominateur ; on aura 
Ra ?(x) 
ot ST TL 

(SN af ee 0 ER 

ou 





RE Ave 


® et d désignant des polynômes dont le second n’est pas 
divisible par x— a. D'ailleurs À est une constante; il faut 
donc qu'elle soit nulle, car l'équation précédente donne 
A — 0 pour x — a. Si donc À n’est pas nul, on ne peut 
SAPpOSEEX > a’, et l'on ferait voir de mème: que, si A’ 
n’est pas nul, on ne peut supposer non plus 4<< a; on a 
donc & = &'. Je dis maintenant qe À — A’. En eflet, de 


1, | 
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l'équation entre les deux développements on tirera, & 
étant égal à x, 


APS. à ?(x) 


a , 
(x — a)” (x — a)” T'Y(x) 


ou 





Ne (re EL 
ÿ(æ) 
o et Ÿ étant, comme précédemment, des polynômes don 
le second n’est pas divisible par x — a; comme A — A’ 
est constant, et que sa valeur est nulle pour x = a, 
d’après l’équation précédente, on aura À — À’. 

Les termes qui renferment la plus haute puissance de 
x — a en dénominateur, dans les deux développements, 
étant égaux entre eux, on pourra les ôter de part et d’au- 
tre, etles deux restes seront égaux. En raisonnant sur eux 
comme sur les proposés, on fera voir que les termes qui 
contiennent en dénominateur la plus haute puissance du 
mème binôme x — a, ou d’un autre binôme, sont aussi 
égaux entre eux; et en continuant ainsi, on prouvera 
que les fractions simples des deux développements sont 
égales chacune à chacune : il en résultera par corséquent 
l'égalité des parties entières E (x) et E’(x). 

Corozzaire. — La partie entière du développement 
F(x) 
J (x) 
indépendante du moyen qu'on emploié pour faire ce 
développement, on l’obtiendra en faisant la division de 
F(x) par f(x) ; car si o(x) désigne le reste de cette divi- 
sion, E(x) le quotient, on aura 


d’une fraction rationnelle 





en fractions simples étant 


€ , f (x) 


Or, de degré de ®(x) étant moindre que celui de f(x), le 


p(æ) 


RE = E{x) ie fa) 





s 2 
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TL . # e. 
développement de + (x) ne contiendra évidemment pas de 


f(x) 


partie entière; donc, etc. 


Méthodes pour former le développement d’une fraction 
rationnelle en fractions simples. 


Le corollaire du théorème [, par lequel on démontre 
la possibilité du développement, donne aussi le moyen 
de former ce développement. Aïnsi, dans le cas où les 
exposants &, 6,...,7 se réduisent tous à l'unité, on en 
déduit aisément la formule que nous avons obtenue dans 
la leçon précédente; maïs, ce cas simple excepté, l'emploi 
de ce procédé exigerait des calculs fort pénibles. 

On peut aussi employer la méthode des coeflicients 
indéterminés; il faut alors calculer la partie entière du 
développement au moyen de la division du numérateur 
par le dénominateur, et l’on n'aura plus qu’à développer 
une fraction, dont le numérateur est de degré inférieur 
à celui du dénominateur; on égalera cette fraction au 
développement dont les coeflicients seuls sont inconnus; 
on chassera les dénominateurs, et en égalant les coef- 
ficients des mêmes puissances de x dans les deux mem- 
bres, on obtiendra une série d'équations qui serviront à 
déterminer les coefficients du développement. 

Exempze. — Soit à développer la fraction rationnelle 
de! 
x°(x —1) 

On posera 


en fractions simples. 


I A B GC D 
RE I ES. OUI 
TL L 


x (x — 1) x 





TL — 1 
d'où , en chassant les dénominateurs, 


1m A(x—1)}HB(x— x) + C(x— 2°) + Dr 
= —A+{(A—B)z +(B—C}zx’+(C+ D)x;, 
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et, par coriséquent , 
AT A S#B=0, B—C—0, \CED=)07 
d’où ” 
A D sd, QGiesr-1, DE, 
el, par suite, 


I J I Ï 


— 


I 
æ'(æ—1) x x? Tor M 





Nous allons indiquer une autre méthode qui n'exige 
que l'emploi de la division algébrique. 


Soit la fraction rationnelle , dont le dénominateur 


f(x) a pour valeur 
fa) =(z — ANA b\ PU Pr. 


cette fraction n'étant susceptible que d'un seul dévelop- 
pement , on peut chercher, à part la partie entière, les 
fractions simples qui répondent à la racine a, puis celles 
qui répondent à la racine D, etc., et faire ensuite la 
somme de tous les résultats partiels ainsi obtenus. 

La partie entière E(x) s’obtiendra par la division de 
F(x) par f(x); voyons comment on peut obtenir les frac- 
tions simples qui répondent à chaque racine, à & par 
exemple. Soit 


FR AT Le) 


Posons x = a + h, ordonnons les polynômes F{a + }) 
et fi(a + h) par rapport aux puissances croissantes de h, 
et faisons la division du premier par le second, en ar- 
rêtant le quotient au terme du degré & — 1 en A; soient 


CEE 


DPRAIAR MA; +, HA PR 


: 7 à À fe AS 
ce quotient , et À R le reste qui contient À à tous ses 
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termes, en sorte que R désigne ici une fonction entière 
de 2; on aura 


F(a +2) _ ml h°R. 
—=A+A HA, +... + A h @ LEE 
f@a+A MS TE Fa 





Remplacons dans cette égalité 2 par sa valeur x — a, 


. e . J [24 
puis divisons les deux membres par (x — a) , et remar- 
quons enfin que R se réduira à une fonction entière de x, 
F (x); on aura 
œ 





Fa) Fée) 
Fa) œ— a) f{x) 
+ A ac) R EUR RASE Aus F (x) 
Lure PE CE | X— a f(x) 
d’où il suit que la partie du développement de Fe qui 
est relative à la racine a, sera 
Csipise É ATOS Le 


Ya 


(x — a)” (x— a Le 


On pourrait déterminer ainsi, indépendamment les unes 
des autres, les parties du développement qui se rapportent 
aux diverses racines, mais il sera plus simple d’appliquer 
la même méthode à la fraction _e qui complète les 
(x 

termes déjà trouvés; on obtiendra ainsi les termes qui se 
rapportent à une seconde racine, et une troisième frac- 
on sur laquelle on continuera l'opération. 

La méthode précédente a surtout l’avantage de faire 
connaître l'expression algébrique des coeflicients du déve- 
loppement. En effet, la division des polynômes F{(a + h) 
et fi (a + h), que nous avons effectuée, dans le but d’ob- 
tenir les coefficients À,, À,, ..., À, revient évidemment 


[9 4 
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3 a+ h 
à développer la fonction FGT Me ordénnée sui- 


fi(a +7) 


vant les puissances croissantes de k, et comme une fonc- 
tion n’est développable que d’une seule manière en une 
série de cette espèce, on obtiendra le même résultat en 
faisant usage de la formule de Maclaurin. Si donc on pose 


PUS 
fe 1? 
on aura 

F(a + h) N p” (a) 

EN RER h\ — À «’ ee SR | 

CAE GE … Op) LC CAE nr 
X— T1] / 

Montre (a) M : c 3 : 0 


1.2,..(4t — 1) 


en désignant par AR, le reste de la série; ici R, est 
une fonction rationnelle de À qui n’est point infinie pour 
F(a+h 
Fais. #) ) est 
fi(a+ x) 


identique à celle trouvée précédemment. On aura donc 


h—o, et, par conséquent, cette valeur de 





] 


A=ofe), Av), À=10 


Aer RRQ AAC) 


NP EC LC lee) 


d’ou résulte ce théorème général. 
TuéorÈMe. — S$1 l’on a 
f(æ) = (x — a) &æ—b), 5 (&— 6), 


que F(x) désigne une fonction entière de x, dont le 


quotient par f(x) soit Ex), et que l’on fasse, pour 
abréger, 





4 F(x) Au 6 Et 
X=(r— 4) —— Lie) = x — b LOT 
RULES 2 F(x) 

GTS (TX — C) F0) 
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on aura le développement suivant pour la fraction ra- 


rionnelle RE : 
HP 
AE 
RAGE ous A SPORE 
(x— a)° (GA 1,2(7— a) 1.2...(x—1)(x7—a) 
ÿ (6) US MUR TT" (&) 
MON CE nt Rp 1.2...(6—1)(x—b) 
HA A (e. NTM S  n , 
Bo Le et Wa DUR 


La théorie qui vient d’être exposée subsiste entièrement 
si quelques-unes des racines de f(x) — 0 sont imagi- 

L L - F{x) JA 
naires, mais le développement de Ta est alors compliqué 
d’imaginaires. On a cherché à modifier, dans ce cas, la 
forme de ce développement, de manière à n’y introduire ‘ 
que des quantités réelles, et on y est parvenu par une 


méthode que nous exposerons dans la leçon suivante. 
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Développement particulier pour les fractions rationnelles dont le 
dénominateur a des facteurs linéaires imaginaires, — Conditions pour 
qu’une différentielle rationnelle ait une intégrale algébrique, —- Déter- 
mination du terme général d’une série récurrente. 


» * 


Développement particulier pour les fractions ration- 
nelles dont le dénominateur a des facteurs linéatres 
imaginaires. 


La possibilité de ce nouveau développement résulte du 
théorème suivant : 

FHÉOREME [. — Si x° + px + q est le produit de deux 
facteurs imaginaires conjugués du polynôme réel f(x), 
n la plus haute puissance'de ce trindme qui divise f(x), 
en sorte qu'on ait | 


J\x) = (ae? + px + q\ f(x), 


La fraction réelle et rationnelle — = pourra se décompo- 


f(x) 


ser en deux parties, de la manière suivante : 


Br), Px + Q F, (x) 


(a) (ce +pz +) (&+pr +q)" f(x) 


Pet Q étant des constantes réelles, et F,(x) un poly- 
nôme réel. 
On a identiquement 





FR LA 
Fa) @+pe+ fe 
Pr+Q  F(el—(Pr + Qi) 


(æ + px + q} (æ?+ px + q} fi (x) U 
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et l'on peut déterminer P et Q de manière que le numé- 
rateur de la deuxième partie du second membre soit di- 
visible par x° + px + q, c'est-à-dire de manière que ce 
numérateur s’annule en remplaçant x par chacune des 
racines de l’équation 


x'+ px LÉ q = 0. 
Soient h+kV—1 et h—ky/—1 ces deux racines, et 
posons 


FA AV—I)— [PH A VI) +Qlf (a HA V x) = 0; 


on türera de là 


P (4 RY=r) + o— PME Vr) VE LPS MHNY—1, 
J (AA ÿ 5) 
M et N étant des quantités réelles dont les valeurs sont 
finies et déterminées, puisque, par hypothèse, f(x) 
n'est pas divisible par x° + px + g. L’équation précé- 
dente se décompose dans les deux suivantes, 


Pa+Q—M, P4=N, 


. e ;, 
qui donnent pour P et Q, ces deux valeurs réelles et 
finies, 

N M4 — NA 

P = —;: = —— ° 

k k 
Les valeurs de P et Q étant ainsi déterminées , nous po- 
serons 





F{e)— (Pa + QA() L pi 
a? + px +q PHDE 


F, (x) désignant un polynôme réel, et, par suite, on aura 
SL DE APRES. © 21n de Fi (x) à 
Ce? + pe + qe) (ape +) (a+ pat) fi(e) 


ce qu'il fallait démontrer. 
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CoroLLaAIRE. — On voit, par là, que la fraction ration- 


nelle 7@ pourra se décomposer de la manière suivante : 
a 


DEN ir Qi en 
Fa) (x +pz+ aq} (x?+ pr + gt 
Pi ir + Qi: F,(x) 





Z?+ px + q fi t@) 


P, Q,P;, Q:, etc., désignant des constantes réelles, et 
F, (x) un polynôme réel aussi. Et en combinant le théo- 
rème précédent avec le théorème analogue démontré dans 
la dernière leçon, on obtient celui-ci : 

Tuéorèue IL. — 7 l’on décompose le polynôme f(x) 


en facteurs réels du premier et du second degré, en sorte 
qu'on ait 


f(x) = (x—a) (x—b}. ï (x—c) (x? + px + q)". * (x°+ rx)", 











, : è F æ 
on pourra développer la fraction rationnelle Fe de La 
manière suvante : 
A A on 
ÉD ed ue His HE; 
(x — a) (x — a) pee Le 
+ tete atlas. se ec ete e (ei el Nelaun. 9 + 31e..%e Sa ser 3 $ e 
| 8 C, on | 
+ = +- — +... + 2 
9": (z—d) 2 
Px + Q P ,x + Q, ou Pa L+Qn 
(pe +} (e+pe+q)l  æt+ pa + 
Rr+S R,x + ” AS La PEN LES 
4 (47? re + ss)", (x'+rx + ss)" RARE SCENE TE" 


E (x) désignant une partie entière qui peut étre nulle, et 
| à 2. 
AS LIRE PR 2. PO Pin Q mn RS Bad ix à 


des constantes réelles. 
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Taéorbme Ill. — Une fraction rationnelle n'est de- 
composable que d’une seule manière en fractions simples 
de la forme qu'on vient de considérer. 

Soient deux développements d’une même fraction ra- 
tionnelle. On démontrera, comme nous l’avons fait dans 
la lecon précédente, l'égalité des fractions simples qui 
correspondent aux facteurs du premier degré du dénomi- 
nateur, et quant à celle des fractions simples qui corres- 
pondent aux facteurs du second degré, elle se démontre 
d'une manière analogue, comme nous allons voir. Soient 
a nd le terme dont le dénominateur contient la 
plus haute puissance de x° + px + q dans le premier 

/ LA 
Een le terme analogue dans 
le second. Je dis d'abord que 7° — 7. Supposons, en 


développement, et 


effet, que cela ne soit pas, et que 2 >> n°: de l'égalité qui 
a lieu entre les deux développements, tirons la valeur de 
Pz + Q A 

—————; cette valeur sera exprimée par une somme 
(x? + px + q)" 

de quantités dont aucune n'a en dénominateur une puis- 
sance de x° + px +q supérieure à 7 — 1. En réduisant 
donc toutes ces quantités au même dénominateur, on aura 


une égalité de la forme 


Pz + Q ME p(x) 

ou 

? (x) 
| ÿ (æ) 
o(x) et Y(x) désignant des polynômes, dont le second 
b(x) n’est pas divisible par x°+ px + q. Or l'égalité 
précédente est impossible; car, autrement, l'équation 
Px+Q— 0 devrait admettre les deux racines de l'équation 
x? + px + q = 0, ce qui ne peut arriver, à moins que P 





Pr +Q={(2 + pr +9 


(1 
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et Q ne soient nuls en mème temps, contrairement à l’hy- 
pothèse. On ne peut donc supposer 7 >n'nin'">n, pour 
une raison semblable ; par conséquent, on a n'— 7. 

Je dis maintenant que l’on a aussi P'—P, Q'—Q. 
Reprenons, en effet, l'égalité qui a lieu par hypothèse 
entre les deux développements, mettons dans un même 

Pr + Q P'x + Q' 
Er ere) 
et dans le second membre tous les autres termes dont 
les dénominateurs ne contiendront aucune puissance de 
x? + px + q supérieure à la (7 —:1)°"*; réduisant donc 
tous ces derniers termes au même dénominateur, on aura 


membre les deux termes 


une égalité de cette forme 





(P—P)r+(Q—Q)_ es) 
(a? + px + q)" + pr +q} 4e) | 
ou 
(P— Phe + (Q— Q) = (+ pr + 9) 2, 


o(x) et Ÿ(x) désignant, comme précédemment, des poly- 
nômes dont le second n’est pas divisible par x° + px + gq, 
et l’on fera voir aussi, comme plus haut, que cette éga- 
hté exige 


DER 0e 0; 


Il suit de là que dans nos deux développements, les termes 
qui contiennent en dénominateur la plus haute puissance 
d’un facteur du second degré sont égaux; en supprimant 
ces deux termes, les deux restes auront encore, pour la 
même raison, deux termes égaux, et, en continuant 
ainsi, on voit que les deux développements proposés ne 
sont formés que de fractions simples égales chacune à 
chacune : il en résulte en même temps l'égalité des parties 
entières, s'il y en a. 

Méthode de décomposition. — Pour trouver le déve- 
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loppement d’une fraction rationnelle ne Fa on détermi- 
nera la partie entière et les fractions qui correspondent 
aux facteurs réels du premier degré du dénominateur, 
comme on l’a vu dans la lecon précédente. Quant aux 
fractions qui correspondent aux facteurs réels du second 
degré, on pourra lesdéterminer successivement par le pro- 
cédé mème qui nous a servi à démontrer le théorème I. 
On pourra aussi faire usage de la méthode des coefficients 
indéterminés. 

Dans le cas où les racines imaginaires de l’équation 
f(x) = o sont toutes inégales, on peut déduire le nou- 
veau développement de la fraction rationnelle Fe d 
celui qui a été établi dans la cinquième lecon. Soient, 
en effet, A+kV—1 et h—k V1 deux racines sim- 
ples imaginaires et conjuguées de l’équation f(x) = 0; le: 
développement de la fraction Fe contiendra , comme on 


l’a vu dans la cinquième leçon , les deux termes suivants : 





FARM T) Re 
PR RENE) ne DATE 
F(A—4Yÿ—1) I 


PUR V3) x—h+Àk As 


La somme de ces deux termes est de la forme 


P+QV—r na QT 


BE NP Re EE 


a — h —À Rs ner Ver 


ou, en réduisant les deux fractions au même dénomina- 
teur, de la forme 
Pre 02,0 
CES EUx REA) 
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By \ RER 
É Fun 7» OÙ Pet Q dési- 


gnent des constantes réelles, pourra remplacer, dans le 
F(x) 
f(x) 


respondantes aux racines À + k WCT 


d’où il suit que la fraction 


développement de , les deux fractions simples cor- 


Conditions pour que l'intégrale d’une différentielle 
rationnelle soit algébrique. 


L'une des applications les plus importantes de la 
théorie qui vient d’être exposée, est l'intégration des dif- 
férentielles rationnelles. Nous n'avons point à nous oc- 
cuper ici des détails de cette intégration, et nous nous 
bornerons à donner les conditions pour qu’une différen- 
tielle rationnelle ait une intégrale algébrique. 

Soit une différentielle rationnelle 


F(x) 
f(x) 





dx, 
et 


f{a)=(>— a) (x — b). ai LP ane EN 


a, b,...,c étant des quantités réelles ou imaginaires ; 














F(x) 
on mettra la fraction —2 sous la forme 
7) 
F (x À A, 1 2 
= Bo) + 4 
(æ) (x — à) (x — à) 9 fe 
B B, Be, 
+ a + Éy —+- + Re b 
(x — b) (x — b) 
É “ c, — ] 
+ — ++ 
à Vs n T—"( 
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: Or F4 ; noie 
Pour avoir l'intégrale de pes dx, il faut multiplier par 


f(x) 
F(x) 


dx chaque terme de cette valeur de Fa 


tous les résultats. Or les seuls parmi ces résultats dont 
l'intégrale n’est pas algébrique sont ceux qui ont pour 
dénominateur la première puissance de l’un des binômes 
x—a, x'— b, etc. 





, et intégrer 


On 2 en effet. s1 «’ n’est pas égal à r 
: 6 ; 


A dx Â 
— = — ARRET à —- constante, 
( 


Le a)” a'"(r — a) 


\ 


EURE ET, 





© A dx 
J — À log (x — a) + constante. 


haut” 3 
D F{x) d . . ma a } ] b © il 
one, Houpique dr ait une intégrale algébrique, i 
: | { 
faut et il suflit que, dans Îe développement de Fe en 
T 


fractions simples, il n y ait aucun terme dont le dénomi- 
nateur soit du premier degré, c’est-à-dire que l’on ait 
A 


B5 5 — 0... , GC, _1— 0. 


A—! —= 0 » 
Cela exige d’abord que le polynôme f(x) ne contienne 
aucun facteur linéaire simple. 


Nous avons vu, dans la leçon précédente , qu’en posant 





AN PS ue. FREE I 6 F(x) 
p (x) ( ) fr)? ue ci ar te: 
AC ES RDS va 
M=(e-) 
on à 
9" (a) STE) 
Ax—1 =: > . (x 1)’ Pia ro 
a?"(c) 


ie ON RE TRE ° 
F2 ay 1) 
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les conditions pour que jh Fe dx soit algébrique sont 
done 

= (a) —0, YSTE(6) —0,...,0/7 (c)=0, 


quelles que soient les quantités a, b,..., c, réelles ou 
imaginaires. 

Ces conditions sont en même nombre que les racines 
a; b,...,c; mais si le degré de F(x) est inférieur de 
deux unités au moins à celui de f(x), l’une d'elles sera 
comprise dans les autres. Désignons, en eflei, par m le 
degré de f(x), et supposons que F(x) soit au plus du 
degré m—2; la partie entière E(x) du développement 
de te, sera nuile, et, si l’on réduit au même dénomi- 

f(x) ? y, 
nateur toutes les fractions de ce développement, pour les 
F(x) 
JF)? 


peine, que le numérateur de la fraction ainsi obtenue 


ajouter et recomposer la fraction on voit, sans 


contiendra x”! avec le coefficient 


See Le CE Gp 


Ce coefficient doit être nul, puisque F (x) est du degré 
m — 2 au plus; on a donc 
ie (b) a” !(c) 


Done) Te : JDE 
DR) 2. 21(6 en) te. y Tr) 





et, par conséquent, l’une des conditions pour que 





F(x : Es 
ie 7 | dx soit algébrique rentrera dans les autres. 
Se 
L'équation précédente comprend, comme cas particu- 
lier, une formule démontrée dans la cinquième lecon , et 
sur laquelle nous avons eu occasion de nous appuyer. 
J'indiquérai une seconde application importante de la 


6 
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théorie des fractions rationnelles : elle est relative à la 
théorie des séries récurrentes. 


Détermination du terme général d’une série récurrente. 


Lorsqu'on divise deux polynômes F (x)et f(x) ordonnés 
par rapport aux puissances croissantes de x, et que l’o- 
pération ne se termine pas, le quotient forme une série 
dite récurrente, que l’on obtiendrait aussi en développant 
F(x) 
7e) 
ou par tout autre moyen; car on sait qu'une fonction 
n’est développable que d’une seule manière en série or- 
donnée suivant les puissances de la variable. 


la fonction en série, par la formule de Maclaurin, 


Voici le moyen le plus aisé, en général , de former cette 
série. 
F(x) 
fa) 


adoptant le développement de la leçon précédente, et soit 


Or 


ce développement. Il n’y a plus maintenant qu'à déve- 
lopper en série, par la formule du binôme, chacune des 


Décomposons la fraction en fractions simples, en 


F 


S 


Z 


a 


; 


S 


V0 a) 


s . : A — à sue 
fractions simples me A(x— a) . On a'ainsi 


(z — a) 
FAR — ed NS 
ea = (a " (15) 
ææx a(æ+1)ax? L 
1+ = 
«x a 1.2 a? 
a ES A En 
ee HP 4 


et si p, désigne le coefhicient de x" dans E(x), le terme 


Ci 
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F(x) 
f(x) 

5 œ(æ+1)...(æ+ nm —1) ASC 
spas De LEE 0 ET 


Dans le cas particulier où les racines a, etc., de f(x) = 0 


’ 


sénéral du développement de en série sera 








" F(a | 
sont toutes simples, ON AU TEL Ag Te: le terme 
« a 


général se réduit à 
D 


LE rral 


Ainsi la série récurrente dans {laquelle se développe la 





ponte eut s’obtenir par V addition de plusieurs sé- 


À (x 
ries provenant des développements de diverses puissances 
négatives et entières des binômes a— x, b—x, etc. 
D'ailleurs ces séries sont convergentes pour toutes les 
valeurs de x dont le module est inférieur au plus petit des 
modules des quantités a, b, etc. ; d’où résulte ce théorème : 

Taéorime. — Une série provenant du développement 
toutes les valeurs réelles ou imaginaires de x dont le 
module est inférieur au plus petit module des racines de 


l'équation f CAES 


d’une fonction rationnelle est convergente pour 


Ce théorème a été généralisé par M. Cauchy et étendu 
à toutes les fonctions; on trouvera tous les développe- 
ments que comporte cette importante question dans les 
Exercices de Mathématiques de M. Cauchy et dans le 
Journal de Mathématiques de M. Liouville. 

Nous terminerons cette leçon par une application de la 
méthode qui vient d’être indiquée. 

ExempLe. — Proposons-nous de former la série récur- 

6x 
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renté dans laquelle se développe la fonction 


(x) P + Qx 

US S NOURRI en e | 

?. 1 — 2X COS + L° 

où P, Q et w désignent des constantes données. 
Décomposant “cette fraction en fractions simples, et 

employant, pour abréger l'écriture, la notation usuelle 


des exponentielles imaginaires, savoir, 





2 «9 V—1 sur Li: 
e V = co$w + Ÿ—1 sine, 
on à . 
Pate A B 
AUDPEE NET TT EN 
OV — 0) ee | 
LH 0C IUTE V 


À et B étant des constantes qui ont respectivement pour 


valeurs WE” 
* qu pe” V—: É Q ; Pr RE L- Q 
| 2 SinoV—1 2 sin ÿ—1 


Développant en série chacune des parties de (x), on 


trouve : 
ri n0) V — I HO — nu) - I 
en US > x he V — B ÿ æ e V , 


ou, en remplaçant'A et B par leurs valeurs, 





En remettant à la place des exponentielles imaginaires 
leurs valeurs, on a, toutes réductions faites, 


P + Qx De ee 1)0 + Q sinzo sinzo 
ER ——  — # QU 
1-22 COS0.-+ x? Sin w 


Le terme général du développement est donc 


(P sin (7 +1) Fey, sin me) e 


Sin © Sin «© 
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Des fonctions symétriques et rationnelles des solutions communes à deux 
ou plusieurs équations. — Extension de la méthode d'élimination par 
les fonctions symétriques, au cas d’un nombre quelconque d'équations. 
— Théorème de Bezout sur le degré de l’équation finale, — Méthode 
de Tschirnaüs, pour faire disparaître autant de termes que l’on veut 
d’une équation. — Application au troisième et au quatrième degre. 


Nous avons exposé dans la troisième leçon une mé- 
thode fondée sur la théorie des fonctions symétriques, 
pour l'élimination d’une inconnue entre deux équations, 
et nous en ayons déduit que le degré de l’équation finale 
est, au plus, égal au produit des degrés des deux équa- 
tions données. Bezout a généralisé cette proposition en 
démontrant que le degré de l'équation finale résultant 
de l’élimigation de k—1 inconnues entre k équations est, 
au plus, égal au produit des degrés de ces équations. 
Pour établir ce théorème, nous suivrons la marche indi- 
quée par Poisson dans le onzième cahier du Journal de 
l'École Polytechnique. Nous commencerons par étendre 
au cas d'un nombre quelconque d'équations la méthode 
d'élimination par les fonctions symétriques, précédem- 
ment exposée pour le cas de deux équations seulement. 
Cette extension. repose sur la considération des fonctions 
symétriques des solutions communes à plusieurs équa- 
tions, dont nous allons d’abord nous occuper. 

Pour éviter les difficultés que peuvent présenter quel- 
ques cas particuliers, je préviens, une fois pour toutes, 
que nous raisonnerons toujours, dans cette leçon, sur des 
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équations générales dont les coeflicients demeurent indé- 
terminés. 

Toutes les conséquences auxquelles nous serons con- 
duit, auront lieu en général, si l’on attribue aux coefh- 
cients des valeurs déterminées; maïs nos raisonnements 
pourront être en défaut dans quelques câs particuliers. 


Des fonctions symétriques des solutions communes à 
deux ou plusieurs équations. 


Cas de deux équations. — Soient deux équations 
fanr)=0, F(&r)=0, 

entre les deux inconnues x et y, et 
(ti7i)s (x Y2)s ses (Zn n) 


les couples de solutions communes à ces deux équations. 
On nomme fonctions symétriques de ces solutions com- 
munes toute fonction qui ne change pas de valeur, quand 
on y permuite les groupes (x: y:1), (X2 V2), etc., les uns 
dans les autres; maïs nous considérerons seulement les 
fonctions symétriques rationnelles. Une fonction de cette 
espèce, de même que les fonctions symétriques des racines 
d’une équation à une inconnue, est exprimable rationnel- 
lement par les coefficients des équations proposées. 

Par un raisonnement tout semblable à celui que nous 
avons fait sur les fonctions symétriques des racines d’une 
équation , on fera voir que la détermination d’une fonction 
rationnelle et symétrique des solutions (x; y1), (x2Ya), ete. 
se ramène à celle de fonctions symétriques entières, homo- 
sènes, et dont les différents termes se déduisent les uns des 
autres, en changeant les indices des lettres x et y, mais 
sans changer leurs exposants. Les fonctions symétriques 
auxquelles on est ainsi ramené seront dites simples ou du 
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premier ordre, doubles ou du deuxième ordre, etc., sui- 

vant que chacun de leurs termes contiendra les lettres 
| 

d’un, de deux, etc., groupes (x; yi), (te y2), etc. La forme 

générale des fonctions simples sera 


P 1 P 1 RP vi 
RENE eee: Yi 
p où g pouvant être nul. Nous représenterons une pa- 
reille fonction par Din y}: La forme des fonctions dou- 
bles sera à 
A PE ANA PI ,9  DET : 
TJ LT SR TE, JA  - 5: 

à a k : P q p' g' pe . 
Nous la représenterons par Dr Ga T3 etr'atmanoe, 
suite. 

Waring est le premier qui ait considéré les fonctions 

8 | 
symétriques de cette espèce. Il a indiqué, dans ses Medi- 
tationes algebraicæ , un moyen qui s’offre naturellement, 
mais qui est presque impraticable, pour calculer la fonc- 


tion simple De y! Ce moyen consiste à éliminer x et y 
entre les équations proposées et l'équation 
FR SNS Le q. 
tax y"; 
l'équation finale en t ayant pour racines 


x? T PA UE RE x? 7 
77 NE ? FD 


‘ la fonction simple Di y sera égale au coefficient du 


second terme pris en signe contraire. Sans insister sur 
les inconvénients que présente un pareil procédé, nous 
exposerons immédiatement la méthode imaginée par 
« 


Poisson. | 
Désignons par { une nouvelle variable, par & une in- 
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déterminée, et posons 
nee + y d'où x—t—ay; 
en substituant cette valeur de x dans les équations pro- 
posées, celles-ci deviennent ù 


FC — ap, P)—0, F(— @y, 7) — 0; 

et, en éliminant y, on aura une équation finale en # 
Ÿ (As «) == 0, \ 

qui contient dans ses différents termes l indéterminée &. 
Cette équation en t aura pour racines 

Li He AV ML + AFiase es En + art 
et sera, par conséquent, du degré n. D'ailleurs la somme 
des puissances semblables de degré u des racines de l’é- 
quation en £ peut s'exprimer rationnellement (première 
leçon) par les coefficients de cette équation, c’est-à-dire 


en fonction de «& et des coefficients des équations proposées. 
- On aura donc 


(+ an) fe Hay) ie (ni apr) 0 De 
= A,+A, «a Mie VND EL + 

où À, À, ete., désignent des quantités connues et expri- 
mées rationnellerñent par les cocflicients des équations 
proposées. Cette équation ayant lieu quelle que soit «, 
les coeflicients des mêmes puissances de & doivent être 
égaux dans les deux membres ; d’où résulte cette suite 
d’égalités : : À - 


? S y. 
LT, + sf + M m7 = A, 
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qui feront conpaître les fonctions simples DE y* de degré 


p+q—=L. | 

Le calcul des fonctions doubles, triples, etc., se fait de 
læ même manière que pour les fonctions symétriques or- 
dinaires. Par exemple, pour avoir la fonction double 


p/ ! L2 L2 
à x’ y x? y!, on multipliera ensemble les deux fonc- 
Î l 2 2 
- . : 4 ! . 
tions simples > 08 PU > xŸ y!; le produit se compo- 
« ° 4 4 . 
sera de la fonction simple > x y171 et de la fonction 


double qu'on veut trouver. On aura donc 


RD D rie 
Seulement, il faudrait ne prendre que la moitié de cette 
valeur, si l’on avait à la fois p' = p, q' = q. 

Les fonctions triples, etc., se calculeront d’une ma- 
nière analogue. . 

Ce qui précède suffit pour établir, comme nous l’avions 
annoncé , que les fonctions symétriques et rationnelles des 
solutions communes à deux équations peuvent s'exprimer 
rationnellement par les coefficients de ces équations, et 
l’on voit que leur détermination n’exige que l'élimination 
d’une inconnue entre deux équations. 

Cas d'un nombre quelconque d'équations. — La mème 
méthode s'applique à un nombre quelconque d’équa- 
tions. Supposons qu'il s'agisse de: trois équations à trois 
inconnues 


FREE de O, Fe, V3 2) D o(x, Ÿ 2h 0 
et solent vu 
A, y as FN NE (Te La) 


les groupes de solutions communes à ces trois équations. 
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Conservant la classification que nous avons adoptée des 
diverses fonctions symétriques, la forme générale des : 
fonctions simples sera 


P #9 r AE l'E Re I « 
PE 24 TT Ms 7, Te, v Er a k 
celle des fonctions doubles sera 


DTA PT USE 
L'OY MR LS NB, 


et ainsi de suite. Et c'est à la détermination des pre- 
mières que se ramène celle de la fonction symétrique et 
rationnelle la plus compliquée. 

Désignant par &{ une nouvelle variable, par « et 6 deux 
indéterminées , nous poserons 


t—=x+ay +62, d'où x=t—uy — 62. 


Ayant subétitué cette valeur de x dans les équations pro- 
posées, nous éliminerons y et z; nous obtiendrons ainsi 
une équation finale en #, 


Ÿ ke) 


contenant les indéterminées & et 6, et dont les racines 
seront 


TXT +ay: +62, La + A Ÿ2 + 62, des 2 Un + COR 6 Zn. 


La somme des puissances y de ces racines pourra s expri- 
mer rationnellement par les coefficients de l'équation en £, 
c'est-à-dire en fonction des indéterminées « et 6, et des 
coefficients des équations proposées. On aura ainsi une 
équation de la forme 


D (2 + ay + 62)" == DAvr ai 6°) 


où le coefficient A,,, désigne généralement une quantité 


gr 
connue. Le signe Z du premier membre s'étend aux n 


racines de léquation en #, celui du second membre à 
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joutes les valeurs de gq et de r, telles que 


DEA OÙ es. 


En posant p—u—q—7r, et égalant les coeflicients de 
a1 6" dans les deux membres, on aura 


0 RS NE 
TR OU NME LRU EE LES — À,,,; 
lon eeb (I OUEN ES M q, 


c'est la formule qui fera connaître les fonctions simples. 

Pour former les fonctions doubles, triples, etc., on 
procédera comme dans le cas de deux équations. La forme 
du calcul est la même, et l’on voit qu'en général les 
fonctions symétriques et rationnelles des solutions com- 
munes à plusieurs équations s'exprimeront toujours ra- 
tionnellement par les coeflicients de ces équations. 

REMARQUE. — La détermination des fonctions symétri- 
ques des solutions communes à trois équations exige l’é- 
limination de deux inconnues entre trois équations, et 
généralement la détermination des fonctions symétriques 
des solutions communes à À équations exige l'élimination 
de k —1 inconnues entre k équations. 


Extension de la méthode d'élimination par les fonctions 
symétriques, au cas d’un nombre quelconque d'équa- 
tions. 

La méthode que nous allons exposer, d’après Poisson, 
donne le moyen d'éliminer #—1 inconnues entre À équa- 
tions, lorsqu'on sait éliminer k— 2 inconnues entre k —1 
équations, et, par conséquent, ramène tous les cas, en der- 
nière analyse, à l'élimination d’une inconnue entre deux 
équations. 

Pour fixer les idées, nous considérerons quatre équa- 
tions seulement, entre quatre ou un plus grand nombre 
d'inconnues; maïs on vérra sans peine que notre raison- 
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nement est général et s’appliquerait sans modification au 
cas d’un nombre quelconque d'équations. 

Soient donc les quatre équations 


f(x, 7,7 u,...)=o0, 
| M7, zu.) = 0, 
( 
Ly DÉBRTS Ms) 0) 
DANS ED, 


entre quatre ou un plus grand nombre d’inconnues x, y, 

z, u, etc., et proposons-nous d'éliminer troïs inconnues, 

x, y, z par exemple, entre ces quatre équations. 
Considérons en particulier les trois premières des 

équations (1), 

PES PRIE ie) en 

OMR 2 pe D NA je 

(æ 


POUR Horn ENT e 


(2) F{x 
? 
et, regardant x, y, z comme fonctions des autres varia- 
bles w, etc., désignons par 


rs Ji Zi)» (Los Ÿ'2 Z2) ..., (res ns Zn) 


les n systèmes de solutions communes aux équations (2). 

Cela posé, remplaçons (x, y, z), dans la quatrième 
des équations (1), successivement: par chacun de ces » 
systèmes, et désignons par V le produit des résultats ainsi 
obtenus, en sorte qu'on ait 


OV OS Visio Wssee) DU L2s Mas Sas Moore lors OU AS DS HER 
l’équation 
(4) MES O0 


sera l'équation finale résultant de l'élimination de x, y 
et z entre les équations (r), car cette équation (4) exprime 
la condition nécessaire et suffisante pour que les équa- 
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tions (1) admettent un système de solutions communes 
pour æ, y et z. D'ailleurs V est une fonction symétrique 
et entière des solutions communes aux équations (2); 
on pourra donc l’exprimer rationnellement par les quan- 
tités indépendantes de x, y, z qui entrent dans les équa- 
tions (1). Pour cela, désignant, comme précédemment, 
par t une nouvelle variable, par « et 6 deux paramètres 
indéterminés, nous poserons 


t=xz+ay +6z, d'où x—=t—ay—632; 


en substituant cette valeur de x dans les équations (2), on 
aura les trois suivantes : 


Î 


arr A4 TS TEE 
(5) F{t— ay —62,7,z;u,... 
| pt — ay —62,Y,z, u,... 


Î 


) 
) 
) 


0, 
0; 
0; 


Il 


entre lesquelles il faudra éliminer y et z. C’est donc à 

l'élimination de deux inconnues entre trois équations que 

nous ramenons l'élimination de trois inconnues entre 

quatre équations. L’équation finale en t qui résulte de 

l'élimination de y et z entre les équations (5) aura pour 
é . 

racines 


M Hay +62, Lo +ayÿ: H+62,..., Æn + AYn + 62») 


et sera , par conséquent , du degré 7. Supposons-la formée, 
et ordonnons-la par rapport à t; elle sera 


ER ip tt VE Dal  Diot-t Pi0; 


Pis Pas etc., étant des fonctions rationnelles de w, ete., 
qui contiennent aussi les paramètres « et 6. Cette équa- 
tion (6) servira , comme nous l’avons vu précédemment, 
à calculer les diverses fonctions symétriques des solutions 
communes aux équations (2), dont l'expression de V est 
composée , et le problème sera enfin résolu. : 
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Cette méthode conduirait, dans les applications, à des 
calculs d’une longueur rebutante; maïs l’objet principal 
que nous avons en vue est d'en déduire le théorème de 
Bezout, relatif au degré de l'équation finale. 


Théorème de Bezout sur le degré de l'équation finale. 


D’après ce qui précède, n étant le nombre des solu- 
tions communes (x, y, z) aux équations (2), on obtiendra 
une équation finale du même degré » en éliminant deux 
inconnues quelconques entre les équations (2). Cela est 
d’ailleurs évident à priori; car, à cause de la généralité 
que nous supposons aux équations, tout est semblable 
par rapport à x, y, z, u, etc. Toutefois il est important 
de faire cette remarque, parce que le contraire pourrait 
avoir lieu si l'on attribuait aux coeflicients des valeurs 
particulières. 

Lemme. — 91 n désigne le degré de l'équation finale 
résultant de l'élimination de deux inconnues entre les 
trois premières des équations (1), et m le degré de la qua- 
trième équation (1), le degré de l'équation finale résul- 
tant de l'élimination de'trois inconnues entre les quatre 
équations (1) est au plus égal à mn. 

L’équation (6), qui résulte de l'élimination de y et z 
entre les équations (5), étant du degré n, les coefficients 
Pis Pr, ete., seront des fonctions entières de u, etc., dont 
la première sera au plus du premier degré, la deuxième 
du second, etc. Cela posé, la somme des puissances sem- 
blables de degré y des racines de l'équation (6), c’est-à- 


2 : 
dire De + 4ÿ1 + 6z:) , s'exprimera sous forme en- 


tière, en fonction des coefficients p;, p:, etc., par une 
formule qui sera au plus du degré : par rapport à w, etc. 
(voir première leçon); donc, une fonction symétrique 
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simple, telle que Dr V: z, de degré p+ gr =, 


s’exprimera par une formule qui sera elle-même au plus 
de ce degré u, par rapport à w, etc. Il résulte de là, et 
du mode général suivant lequel les fonctions symétriques 
et entières les plus compliquées se forment à l’aide des 
fonctions simples, que toute fonction symétrique et entière 
de degré u des solutions communes (x, 1,21), etc., aux 
équations (2), s’exprimera par une formule entière qui 
sera au plus du degré & par rapport à u, etc. Or les 
différents termes de l’expression de V, donnée par l’équa- 
tion (3), sont le produit de puissances de u, etc., dont 
les exposants ont une somme mn — inférieure à mn, 
par une fonction symétrique entière de degré u des solu- 
tions communes (x, Y1» Z1), etC., aux équations (2). 
Donc enfin, chacune de ces parties de V s’exprimera par 
une formule au plus du degré mn par rapport à u, etc., 
et, par suite, l'équation V — o sera au plus du degré mn. 

Remarque. — On pourrait faire à la démonstration 
précédente l’objection que voici : Le raisonnement suppose 
que les coefficients p,, p:, etc., sont entiers par rapport 
aux variables w, etc. ou, en d’autres termes, que l’équa- 
tion (6), qui est du degré 7 par rapport à chacune des 
variables £,u, etc., soit de ce même degré par rapport 
à toutes les variables. Or cela n’est pas tout à fait évident, 
quoique les équations (1) ou (5) soient supposées chacune 
la plus générale de son degré. Voici, ce me semble, la ma- 
nière la plus simple de lever cette objection. Si quelques- 
uns des coefficients p;, p2:, eic., étaient fractionnaires, 
quelques-unes des racines t de l'équation (6) deviendraient 
infinies pour certaines valeurs finies des variables u, etc. 
Or je dis que cela ne peut avoir lieu, tant qu’on laisse in- 
déterminés les coefficients des équations (2) ou (5), et il 
‘suffit évidemment, pour justifier cette assertion, de citer un 
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cas où cela ne soit pas. Supposons qu'on donne aux coef- 
ficients des équations (5) des valeurs telles , que chacune, 
restant du mème degré, se décompose en facteurs linéaires 
de la forme t+ ay + bz + cu+...+ 1: onpourra ex- 
primer chacune des racines 1 de l'équation finale relative 
à ces équations particulières, en fonction de w, etc., par 
les formules qui servent à la résolution des équations du 
premier degré; et ces valeurs de f, étant évidemment de la 
forme gu + ...+ f, ne pourront devenir infinies pour 
des valeurs finies de w, etc. 

On déduit aisément du lemme qui précède la démons- 
tration du théorème de Bezout. 

Tnéonème. — Le degré de l'équation finale résultant 
de l'élimination de k — 1 inconnues entre k équations 
est égal au produit des degrés de ces équations. 

Soient, en eflet, 


Mi, Mo 0 3 ME 


les degrés de k équations. Le degré de l’équation finale ré- 
sultantde l'élimination d’une inconnue entre les deux pre- 
mières sera égal à m,,m>, ainsi que nous l'avons établi dans 
la troisième leçon : donc, d’après le lemme qui précède, 
si l’on élimine deux inconnues entre les trois premières, 
le degré de l'équation finale sera au plus m1, m, X m,, 
ou MM M,; de mème, si l’on élimine trois inconnues 
entre les quatre premières, le degré de l'équation finale 
sera au plus 2, m;m, >< m, où m,m,;m;m,. Et l’on voit, 
en continuant ainsi, que le degré de l’équation finale 
résultant de l’élimination de k —1 inconnues entre les k 
équations sera au plus égal au produit des degrés de ces 
équations. 

On peut même ajouter que le degré de l’équation finale 
sera précisément égal à ce produit, si les équations pro- 
posées sont chacune Ja plus générale de son degré comme 
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nous l'avons supposé. On s’en assurera aisément en consi- 
dérant un système de £ équations décomposables chacune 
en facteurs linéaires, ainsi que nous l'avons fait dans la 
troisième leçon, pour le cas de deux équations. 

Conorraire. — Il résulte du théorème précédent et des 
_ développements exposés dans la quatrième leçon, que la 
résolution de plusieurs équations simultanées peut se ra- 
mener à la résolution d’une seule équation dont le degré 
est généralement égal au produit des degrés des proposées. 


Méthode de Tschirnaus, pour faire disparaitre autant 
de termes que l’on veut d’une équation. 


Tschirnaüs a donné, dans les Æctes de Leipsick pour 
1683, une méthode élégante, qui sert à faire disparaitre 
d’une équation autant de termes que l’on veut. Cette mé- 
thode consiste à transformer l’équation proposée en une 
autre dont la racine soit une fonction rationnelle de celle 
de la proposée, ou, si l’on veut, une fonction entière de 
degré inférieur à celui de l’équation proposée, car c’est 
à cette forme que peut se ramener la fonction rationnelle 
la plus générale (deuxième leçon). 

Soit 


(1) DCR DOS CT Pi CE ACT D À Pas 0 


une équation du degré m, et posons 
(2) Y=tm+ar+ar +... + an a+ a, 


do &, etc., désignant des indéterminées, et z un entier 
inférieur à 77. L’équation finale en y, résultant de l’éli- 
mination de x entre les équations (1) et (2), sera évidem- 
ment du degré m, puisque y a autant de valeurs que x. 
Cette élimination peut se faire par les fonctions symétri- 
ques, de la manière suivante : En élevant l'équation (2) 
aux différentes puissances 2, 3,...,m;, el ayant soin de 


el 


/ 
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rabaisser les exposants de x au-dessous de m, à l’aide de 
l'équation (1), on aura une suite d'équations de la forme 


F=b+bix+ bia +. + bn at, 
MECS CR He cn + ep et 50 Cm 


an — À + ANT eu note +. æœxmer © she Ken ANT 


b,, b,, etc., étant des fonctions des indéterminées à, 
ai, etc. Si, maintenant, 51, 5 , etc. , désignent les sommes 
de puissances semblables des racines de l’équation (1), S;, 
S: , etc., celles des puissances ‘semblables des racines de 
l'équation en y, les équations (2) et (3) donneront 


S, Lun ma, —- ais: + As S2 +- . An Sn —- Sn 
D mb, Li me b,s. A b,5: + pet Du Sm- 19 


(AR RECRUE. | re Lee PE LA LA rerrteces 


6 6 0e, © sm '0-0: 0 ne vo. ANR MED, 0 F le)/.e10. 6 © € © 6 ae © 20 


38 NU k, —+ k, Si + À; Sara + CR 


Connaissant ainsi les sommes de puissances semblables 
des racines de l'équation en y, on formera aisément cette 
équation. 

On peut y arriver encore de la manière suivante. On 
résoudra les équations (3) par rapport aux puissances 
xt, x°,..., x", et l’on portera leurs valeurs dans l’é- 
quation (2). Ce procédé a l’avantage de donner la valeur 
de x exprimée rationnellement en y, en sorte qu'on con- 
naitra chaque racine de l'équation proposée, quand on 
aura résolu l'équation finale en y. 

Représentons par 


(8) EP qu VE Be Hqm NT + An = 0 


cette équation en y, OÙ 1,2 3+- 3 Qm SONt fonctions des 
indéterminées &, &, etc., et qui exprime la condition 


L | 
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pour que. les équations (1) et (2) aient une racine com- 
mune. Je dis que de cette seule équation (5) on peut dé- 
duire la valeur de x qui correspond à chaque valeur de y, 
et même la valeur d’une puissance quelconque de x. En 
effet, y est une fonction des indéterminées à, a, etc., 
considérées comme des variables indépendantes, et l’on a 


alors 
AY ue 0 EM 


= ce ne AE = À 
da, ; 





Différentions maintenant l'équation (5) par rapport à a,, 
dont y, q:1, g>, etc., sont fonctions; on aura 
7.) ? 2 9 ? 


[my + (m — 1'giyr El LENS _. 
ef de + 4e) Lot 
et, par suite, 


= TT m—\ 25 m—? É ; 
my + (nm —iï)q: y +. + mi 


On trouverait de mème, en diflérentiant, l'équation (5) 
par rapport à Go, 





da; da: dm 
l ses m—2 SE {1 


da, da, ET" da, 
my + (m — 1) 60 te mA PU ER q"—\? 


‘4 À! Lo 


L'= — 


et ainsi de suite; mais ces diverses valeurs sont seu- 
lement curieuses, car elles n’ont pas la forme la plus 
simple qu’on puisse leur donner. 

On voit, par ce qui précède, qu'il suffira de résoudre 
l'équation (5) pour avoir résolu par cela même l’équa- 
tion (1). 

Cela posé, on peut disposer des 7 indéterminées &,, 
a, etc., de manière à faire évanouir termes de l’équa- 
tion en y; à partir du second par exemple. Il faudra alors, 


lits 
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d’après les formules de Newton, que l’on ait 
Di DE 4 eee PANSAR Sn er 0 


Or, en se reportant aux équations (4), on voit que S, est 
du premier degré par rapport à &, &, etc., que S, est 
du deuxième, S; du troisième, etc., S, du 2°”*, Donc, 
d’après le théorème de Bezout, la détermination de ces 
indéterminées dépend d’une équation du degré 


TARN RUN, 


et, si l’on voulait faire disparaître de l'équation (5) tous 
les termes, à l’exception du premier et du dernier, Île 
problème dépendrait du degré 


1.2.3...(m—1). 


o 


C’est aussi à la résolution d’une équation de ce degré que 
se trouverait ramenée celle de l’équation proposée, car 
l'équation (5) n'ayant alors que deux termes serait immé- 
diatement résolue. 


Application au troisième et au quatrième degré. 


Nous reviendrons, dans une prochaine leçon, sur la 
résolution des équations générales du troisième et du 
quatrième degré; mais nous ferons voir immédiatement 
comment résulte de la transformation de Tschirnaüs la 
possibilité d'effectuer cette résolution. 

Soit d’abord l’équation du troisième degré 

23 + PL Hg X + MIE AO ; 
on posera 
Y = a+ bx + x!, 
et l'on formera l’équation finale en y, savoir 
YPO EE R. 10. 


On déterminera a et b à l’aide des équations P— 0, O0 —0. 
I - 
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qui sont, l’une du premier degré, l’autre du second; on 
pourra donc les résoudre et exprimer a et b en fonction 
des coeflicients de la proposée. L’équation en y se rédui- 
sant alors à | 

J°+R—o, 


on en tirera ces trois valeurs 


LITRES 3 DS 2 | 
Y=N=R, 7 —aV—R,.r7—=6V-—R, 


a et 6 désignant les racines cubiques imaginaires de 1. 
Connaissant ainsi les trois valeurs de y, on aura facile- 
ment, par ce que nous avons dit plus haut, les trois va- 
leurs de x. 


Soit enfin l’équation du quatrième degré 
Xi + pri + qi? +rTtT+Ss —=O; 
on posera, comme précédemment, 
= a+ bx + x, 
et l’on aura une équation en y telle, que 
+ PyS + Qr'+Rr+S — 0. 


On déterminera a et b à l’aide des équations P— 0, R—o, 
. , . r , en eÙ% 

qui sont, l'une du premier degré, l’autre du troisième ; 

on pourra donc les résoudre et exprimer & et b en fonc- 

tion des coeflicients de la proposée. L’équation en y, se 

réduisant à 
J'+Qr +S$S = 0, 

pourra elle-même être résolue, puisqu'elle est bicarrée. 

Connaissant les quatre valeurs de y, on aura aussi les 

quatre racines de l’équation proposée. 
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Développement d’une fonction algébrique implicite, en série ordonnée 
suivant les puissances décroissantes de sa variable. — Formation de 
léquation finale résultant de l’élimination d’une inconnue entre deux 
équations à deux inconnues. Nouvelle démonstration du théorème de 
Bezout. Somme des racines de l’équation finale. — Nouvelle démons— 
tration d’une formule d’analyse. — Démonstration d’un théorème de 
géométrie, . 


Les recherches que je vais exposer dans cette leçon 
font partie d’un beau Mémoire sur l’élimination, publié 
par M. Liouville, dans le tome VI de son Journal de 
Mathématiques. 


Développement d'une fonction algébrique implicite, en 
série ordonnée suivant les puissances décroissantes 
de sa variable. 


Soit 
(1) M(x, x)=0; où M—=eo, 


une équation du degré m entre deux variables x et y. Sx 
celte équation est du degré m par rapport à y, elle 
aura m racines y, qui seront fonctions de x, et que nous 
nous proposons de développer suivant les puissances dé- 
croissantes de x. En réunissant les termes de mème degré, 
l'équation (1) pourra s’écrire de la manière suivante : 


(2) an ff) 4er A+ m0 


mA 


ou, en posant 4 0 
T 


(3) x" fu) LE DU UT, (4) He mr? J:(u) dé, .. ==:6 ; 
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Î> Ji fa ete., désignent ici des polynômes dont le pre- 
mier est du degré m, et les autres au plus des degrés 
m—1, m— 2, etc., respectivement. Dans le cas le plus 
général, ces polynômes seront précisément des degrés m , 
Mm—1,m—)2, etc. 
Les m valeurs de w fournies par l'équation (3) sont des 
fonctions de x, qui, pour x —  , se réduiront aux mn ra- 
cines de l’équation 


f / 
(4) DURS UE 
on pourra donc poser généralement 


(5) U—a+eEe, 


, I » : 
e s annulant avec -: La méthode des asymptotes donne le 
à É 


moyen de calculer la limite du produit sx. Nous nous bor- 
nerons au Cas où les racines de l'équation (4) sont inégales, 
et dans tout ce qui suit, cette hypothèse doit être main- 
tenue. Portons dans l'équation (3) la valeur de w tirée 
de (5); on aura 


(6) a" fa + E)+ a" fifa + 6) Han fifa + es) +...—=0. 


Développant chaque terme par la formule de Taylor, 
ayant égard à l'équation (4), et divisant par x", il vient 


(a O+/() 
7 RE rotor + A |+.= 0 


T|1.2 


faisant maintenant x — © dans cette équation, et dési- 
guant par &” la limite de ex, il vient 


(8) œ'f'(ax) + fi(a)= 0, 
d'où 
À “SAC 


/ f'(x) 
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Cette valeur de «’ sera toujours finie, car, par hy1o tie 
J (a) n’a pas de racines égales. 

Puisque ex a pour limite la quantité &', dont nous 
venons de trouver la valeur, on pourra poser 


EN E s’, 
d’où | 


& | @., 


(10) Sa alu 
À 


I À » ° 
”s’annulant avec —. Par suite, la valeur (5) de w devient 
TX 


! 


on 


Ds 


LT US, chi — 


ai 


C’est la série dans laquelle x se développe, quand on.se 
| | 
. £ 
borne aux deux premiers termes; — est le reste corres- 
TI 


pondant. 

On peut déterminer la limite du produit ex de la mème 
manière que celle du produit ex. Si, en eflet, on porte 
dans l'équation (7) la valeur de €, tirée de (10), qu'on 
multiplie ensuite par x, et qu’on ait égard à l'équation (8), 
il vient 


12 


(x) f"(2) + | — 





f'{a)+af: (x) + fifa @|+E=e, 


en Se 0 par E une somme de termes qui s’annulent 
avec —; faisant done x — © , et désignant par &” la limite 
x? 


de x, on a 
ORECE ETES CIC 


équation qui détermine la valeur de æ”. 
Connaïissant la limite &” du produit sx, on pourra poser 


" 


x R +es 
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d’où | 
(24 // 
£ € 


(13) E o— + 
L 


9 
PA 


1 


e” étant une nouvelle quantité qui s’'évanouit avec — D’a- 
1 0) 
près cela, la valeur (11) de u devient 


/ 1 1/ 


_ 


(14) u— 0 + 1} — #08) 
Ed) T T° 


C’est la série qui exprime la valeur de & quand on se borne 
[74 7 


aux trois premiers termes ; — est le reste correspondant. 
Fi 


On pourrait obtenir ainsi autant de termes que l’on 
voudrait du développement de u, et comme y = ux, on 
aura, par suite, autant de termes que l’on voudra du dé- 
veloppement de y; on a, en particulier, 


| Me uT Ex; 
Var + a +, 
(15) ; 
/ 4 
7 (24 € 
Hsauee + — + — 
À D A FA 


La seconde de ces trois formules comprend toute la théo- 
rie des asymptotes rectilignes ; la courbe représentée par 
l'équation (1), où x et y désignent alors des coordonnées 
rectilignes, a pour asymptote réelle ou imaginaire la 
droite représentée par l'équation 


(16) ÿŸ = ax + &. 


‘ 


La différence &’ qui existe entre les coordonnées de la 
courbe et de l’asymptote est généralement un #n/finiment 


; , 17 I . À 
petit du premier ordre, en considérant - lui-même comme 
TX 


un infiniment petit du premier ordre. - 
La courbe représentée par l'équation (1) admet aussi 
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pour asymptote l’hyperbole que représente l'équation 


1 


(17) J= x +u +; 


1/ 
. . nm, € LA 
mais dans ce cas la différence — des ordonnées des deux 
F P 


courbes est un infiniment petit du second ordre au moins. 

La courbe (15) pourrait être appelée asymptote du 
deuxième ordre de la courbe proposée. Et, comme on 
peut pousser aussi loin que l’on veut le développement 
de y en série ordonnée suivant les puissances décroissantes 
de x, on pourra former une infinité de courbes des degrés 
respectifs 3, 4, etc., et qui auront, avec la courbe pro- 
posée, un asymptotisme de plus en plus intime. 

On voit aisément, sans qu'il soit nécessaire d’insister 
sur ce sujet, comment il faudrait modifier la méthode, si 
lPéquation 

fe) = 0 
avait des racines égales, contrairement à l’hypothèse que 
nous avons faite. 


Formation de l'équation finale résultant de l'élimination 
d’une inconnue entre deux équations à deux incon- 
nues. Nouvelle démonstration du théorème de Bezout. 
Somme des racines de l'équation finale. 


La théorie qui vient d’être exposée permet de former 
autant de termes que l’on veut de l'équation finale résul- 
tant de l'élimination d’une inconnue entre deux équations. 
Soient les deux équations générales 


(MG »)— 0; 
[N(&, r)=0, 


, ‘e 0 La 2 & 

des degrés m et n respectivement ; en réunissant les termes 
LA 14 . ee. . 

de même degré, on pourra les écrire de la manière sui- 


(1) 
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vante : 


pe =) me 


(3h 
=r(?) + er (2) + bg r.(7) Fe, 0; 
z æ E, 


fs fis fe, etc., sont des polynômes respectivement des 
degrés m, m—1, m—2, etc.; F, F,, F,, etc., des 
polynômes des degrés n, n —1, 7 — 2, etc. 

Soient Yi, V2»... n les valeurs de ‘y tirées de la 
première des équations (1), portons-les dans le premier 
membre de la seconde, et désignons par V le produit des 
résultats ainsi obtenus, de manière que l’on ait 


(3) V=N(z, y) N(x, 7)... N(x, ÿn); 
l'équation finale résultant de l'élimination de y sera 
V6 


On calculera aisément la fonction V, en développant en 
série suivant les puissances décroissantes de x, chacun de 
ses facteurs, dont l'expression générale est N(x, y). Je dis 
même que, si l’on ne veut connaître que le premier terme 
de V, il suffit de borner les séries dont nous parlons à 
leur premier terme; que, si l'on ne veut que les deux 
premiers termes de V, il suflit de connaître les deux pre- 
miers termes des séries, et ainsi de suite. 

Supposons, par exemple, qu'on ne veuille connaitre 
que le premier terme de V; on a, en faisant comme pré- 


cédemment u =? , 
ds 
“a N(x, y})= 2" F{u) + at Ei(u) +... 


Posons aussi, comme plus haut, 
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F SR. F x : 

£ étant une quantité qui s’annule avec a el « une racine. 
4 SN ; 

quelconque de l équation 


f (a) 0) 
on aura 
N CE ?) 


I 
à = Fa +e)+-Fi(a+es) +... 
x x 
et pour x — ©, 
lim N(r,9) —\ M), 
Tr" 
ou 


(4) N(æ, x) = mule) HE 


03 ® lé id ) L ? à » Il 
E désignant une quantité qui s’annule avec a D'après cela, 
en représentant par 
(9,21 , Lo 3. Lyye 


les 7 valeurs dex, on aura 


NUL Tee PR) Al, 
Nix 7) = at lo) Pat E;, 


LRU er De NE 1e eh ON CO DM nt A TG ON A Cr CNET DE 


N (2, Wales di F(œm) +atE,, 
E;, E,,...,E,, désignant des quantités qui s’'évanouissent 
avec = - Multipliant ces équations et ayant égard à l’équa- 
tion (3), on aura 


(5) Var Ma) Fo)... Fan) PE, 


re 4 RE . 1 
H désignant une quantité qui s’annule avec a 
Le premier terme de V est donc 


ann F(xi) F(c2) s ToUR Fam) . 
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on pourra l’exprimer en foncüon rationnelle des coefi- 
cients de Fet f, puisque F{x;) Fa) ... F(x,) est une 


fonction symétrique et entière des racines de l'équation 
f (a) —= 0. 


Il suit de là que l’équation finale résultant de l’élimi- 
nation de y entre les équations (1) et (2) est d’un degré 
égal au produit des degrés de ces équations. 

Remarque. — Si les coeflicients des équations (1) ont 
des valeurs déterminées, et que ces équations contiennent 
la plus haute puissance de y, l'équation finale résultant 
de l’élimination de y sera toujours V —o, et l’on voit que 
le degré de cette équation finale sera encore égal au pro- 
duit des degrés des équations proposées, à moins que les 
équations 

PO N Et 


n'aient une ou plusieurs racines communes, auquel cas 
ce degré s’abaisse nécessairement. 

Pour avoir les deux premiers termes de l'équation fi- 
nale V— o, il faut connaître les deux premiers termes 
du développement de N(x, y) en série. Pour cela, dans 
l’équation 

N(x, y)= a" Eu) +at='Efu) +..., 


nous poseron S 


am. € 
U— G + — + 
5 # 


Sp | 
# dy 
je : af DÉRre 3 I 
€ étant toujours une quantité qui sévanouli avec —; 
Ur 

a une racine de 

f(x) OS 
et a une quantité que nous avons calculée , et qui est dé- 
terminée par l’équation 


x! f'(x) + f(x) ee Qi 


E10 NEUVIEME LEÇON. 


on aura alors | | 
N(z, y)= a F(a)e a [at F(x) + Fi(o)] Ææ'E, 


PES, L , . I 
E désignant une quantité qui s’annule avec -: Cette for- 
va 


mule donne le développement de N(x, y), borné aux deux 
premiers termes; en y remplaçant « par chacune de ses m 
valeuÿs, on aura | 
N(x, Yi) aa L F(c:) —- mr Ca, F'(xi) + F, (æ)] + Ci a E, ; 
Na, y) = 2 Fa) + aa, Pa) F4 (a)] + at, 


Nés ral) [œr. F'{am) + Fi(am)] #27! Em 
Dans ces équations, E,, E;, etc., sont des quantités qui 
LP e L f ! / 
s'évanouissent ayec =» et æ,, æ,, elC., les valeurs de &’, 


qui correspondent aux valeurs «,, «,, etc., de «. Multi- 
pliant toutes ces équations, ayant égard à l'équation (3), 
et désignant simplement par x”! H l’ensemble des termes 


= ’ I 
dont le quotient par x""—! s'annule avec -; on aura 
T 


V = E (a) F (2) 088 F (œx) 
Re. œ'F'(x) + Fi 
+ qu 1 F(c) F(æ). 4 Fa) DER ee re) E. 
Dans cette dernière formule, la quantité H, qui est infini 
ment petite avec . contient un nombre limité de termes, 


et l’on voit que le second terme de V aura pour coef- 


ficient 
Fa) Fa). *: Eau) EE, 


de signe à s'étendant à toutes les racines « de l'équation 


Fa 0: 
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D'après cela, si l’on désigne par 3 x la somme des ra- 


cines dt l’é équation finale en x, on aura 


à œ& F'(a F,(œ 
Dr=-> ie, 


è e œ 
ou en mettant, au lieu de o/, sa valeur 70e) 


(a) 

Dr De 

$ F(x) 

On pourrait calculés ainsi autant de termes que l’on 
voudrait de l’équation finale V —0o; par suite, cette 


équation tout entière : seulement les calculs deviennent 


de plus en plus compliqués, et nous nous bornerons à ce 
qui précède. 


? 





Nouvelle démonstration d’une formule d'analyse. 


Au lieu de porter dans l'équation N — o les valeurs de y 
urées de M—o, afin d’avoir l'équation finale V —0, 
on aurait pu faire l'inverse, porter dans l'équation M— o 
les valeurs de y tirées de N — 0; mais alors on aurait eu 


une autre expression de la somme >, x des racines de 


l’équation finale, que l’on peut écrire sans faire de nou- 
veaux calculs. On. aura. Fe évidemment 


DE ndre er Dre 


les sommes du second ma s ie à toutes les ra- 
cines 6 de l'équation 





F(6)= 0; 


en égalant entre elles ces deux valeurs de 2 on aura 


| F(6) / f() 
ae pie - Sr Dre 





112 NEUVIÈME LEÇON. 
les sommes du premier membre étant relatives aux ra- 
cines « de f(x) — 0, celles du second aux racines 6 de 
F(6) — 0. Dans cette formule, qui exprime un théorème 
d'analyse, f et F désignent As polynômes quelconques, 
mais n'ayant ni racines égales, ni racines communes; 
fi et F, désignent aussi des polynômes quelconques, mais 
de degrés respectivement moindres que f' et F. 

Supposons que le polynôme F soit égal à f,, et que F, 
soit identiquement .nul; l'équation précédente se ré- 


duit à 
Fa sx F( 
2 At ms DES 


ou même. à ' 
D Fe) 
(a) 


puisque chaque terme du second membre est nul, le 








. ERA . ‘ : 
signe > étant relatif aux racines de F(6)—o. Dans 


” e 4 f Li Y 4 . 
l'équation précédente, le signe >> s'étend aux racines 


« de f(x) —0o, et F’ désigne la dérivée d’un ‘polynôme 
quelconque F de degré inférieur à f; par conséquent, 
F' est un polynôme quelconque de degré inférieur à f”. 
La formule précédente est, comme nous l’ayons vu, celle 
dont M. Liouville a déduit la décomposition des frac- 
tions rationnelles en fractions simples. 


Démonstration d’un théorème de géométrie. 


M. Liouville a appliqué les recherches précédentes à la 
démonstration d’un théorème curieux de géométrie, que 
nous allons présenter ici : 

Si l’on mène à une courbe algébrique la série des tan- 
gentes parallèles à une direction donnée, le centre des 
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moyennes distances des points de contact sera indépen- 
dant de cette direction. 

Soit 
Mir ro 
l'équation d’une courbe algébrique; les coordonnées réelles 
ou imaginaires des points de contact de cette courbe, avec 
les tangentes parallèles à la droite y = 4x, seront les 
solutions communes aux deux équations 


dM dM 
(1) : M==0; 2 T0 


Si l’on pose — u et qu'on représente la courbe par 


l'équation q{x, u) = 0, les coordonnées x et u seront les 
solutions communes aux deux équations 


dy a —u do 





hé mor - 
pu dx De dus 


Soit donc, en conservant les notations employées précé- 
demment, s 


ee, = a" fu) + (a) +. 


Î; Ji eic., désignant des polynômes des degrés mm, 
IN-—1, eic. ; on aura 


( 
LE mat fu) + nm —i1) a" filu) +. :., 
7 | 


l , 
TP — gn fu) + am feu) +, 
du F 
et, par suite, 


dé "a —"u"d 
dy de 





= gr ( am FE (a “EU 
dx x du 4 CARE \ ‘er e 


en faisant, pour abréger, 
Fu) = mflu) + (a — u) f'{u), 
(2) FE, (u) = (m — 1) fi(u) + (a —u) f, (u), 


114 NEUVIÈME LEÇON. 
F{u), Fi(u), etc., sont des polynômes des degrés 7—T, 
m —° ,etc.; car dans F{u) par exemple, les deux termes 
du degré le plus élevé, qui proviennent de mf{u) et 
(a— u) f'(u), se détruisent évidemment; et la même 
chose a lieu pour FF (u), etc. 

L'équation finale résultant de l'élimination de y entre 


les équations-(1) est donc la même que celle qui résulte de 
l'élimination de w entre 


Eee AUDE 2 mets LEE CRE 0 
an Fu) Ham? Fu) ..: #0. 


Si donc on désigne, comme précédemment, par Dr la 


somme des racines de l'équation finale, on aura 


ns &/ F'(x) + Fi(x) 
Dee _ Ge) 


le signe © s'étendant dans le second membre aux racines 





de l'équation 


fa) = 0, 
et «/ étant une quantité déterminée par l’équation 
a fe) + fo: 
Pour avoir l'expression de De en fonction des quan- | 
tités données /, /;,, etc., différentions la première des 
équations (2); on aura 
(3) F'{u) = (nm —1) f'{u)+ (a — u) f'{u). 
Les équations (2) et (3) donnent ensuite 
2 Ka) + F{e) ={m —1)[e fe) + (ai 
+ (a — a) [a fa) +, ()], 


et, comme @&" f(x) + fix) est nul, 
“ 
(4) a! F'{a) + Fifa) = (a — a)[a! f'{a) + f! (a)]r 


LAS 


NEUVIÈME LEÇON. 119 


on aura aussi, en faisant 4 — « dans la première des équa- 
tions (2), et remarquant que f (x) est nul, 


(5) F(x) = (a — à) f(x). 
Des équations (4) et (5) on tire 


a Pa) + Pie) 2 2°") + fi (e). 
F(x) f’(&) 


par suite, la valeur de Ÿ x est 


ue AE) 
2 2 fo 


On voit qu'elle ne contient pas a. La somme des distances 
à l’axe des y des points de contact de notre courbe avec 
les tangentes parallèles à la direction donnée est donc in- 
dépendante de cette direction; ce qui démontre le théo- 
rème énoncé, car l’axe des y est une droite quelconque 
située dans le plan. 

Remarque. — La démonstration précédente semble en 
défaut lorsque l’équation f(x) — o a des racines égales; 
pour montrer que les conclusions sont cependant exactes 
dans ce cas, on pêut employer un raisonnement dont 
nous avons déjà plusieurs fois fait usage. Il suffira de 
modifier insensiblement les coeflicients de f, de manière 
que f(x) = o n'ait plus de racines égales : on aura une 
courbe infiniment peu différente de la proposée, et pour 
laquelle le théorème aura lieu; d’où l’on peut conclure 
qu'il a lieu, à la limite, pour la courbe proposée elle- 
même. 


Corozraire. — Désignons toujours par D x la somme 


des abscisses des points de contact d’une courbe algé- 

brique avec les tangentes qui font l'angle w avec la 

direction des x positives, et faisons varier w de sa dif- 
re) 
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férentielle dw ; comme Da x ne dépend pas de cet angle, 


Dax TO 


Mais, en désignant par ds l'arc infiniment petit qui a pour 
projection dx, on a dx = ds cosw; par suite 


ds 
D ds cosw —o, ou D —0, 
do 


s ds 
puisque cosw et dm sont constants. “est la valeur du 
Œu) 


on aura 


rayon de courbure p, on aura donc 


Den, 
FA AN ou *— 
DR Ë 2? LE 


p' désignant le rayon de courbure de la développée, et 
ainsi de suite. 

En outre, si £ et v représentent les coordonnées du 
centre de courbure correspondant au point (x, y), on a 


on aura aussi 


x —EË—pSiN®, Yy—v+pcosv; 


donc, en ayant égard aux formules précédentes, 


2:35 Dr=-3 


cest-à-dire que le centre des moyennes distances des 
points de contact d’une courbe algébrique avec la série 
des tangentes parallèles à une même direction , est le mème 


que le centre des moyennes distances des centres de cour- 
bure correspondants. 
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Développement en séries ordonnées suivant les puissances décroissantes 
de la variable de deux ou plusieurs fonctions algébriques définies par 
deux ou plusieurs équations. — Formation de l’équation finale résultant 
de l’élimination de deux, trois , etc., inconnues entre trois, quatre, etc., 
équations. Nouvelle démonstration du théorème de Bezout. Somme 
des racines de l’équation finale. — Démonstration d’une formule de 
M. Jacobi, — Extension du théorème de géométrie démontré dans la leçon 
précédente. 


L'analyse que nous avons développée dans la dernière 
leçon peut être aisément généralisée, et étendue à Péli- 
mination de deux, trois, etc., inconnues entre trois, 
quatre, etc., équations. C’est ce que nous allons établir, 
en adoptant pour l’exposition le mème ordre que dans la 
leçon précédente. 


Développement en séries ordonnées suivant les puis- 
sances décroissantes de la variable, de deux ou plu- 
sieurs fonctions algébriques définies par deux ou plu- 
sieurs équations. : 

. Soient 

(1) Miryiz)= 0), Nfci "0 

deux équations générales des degrés m et n respectivement 

entre les trois variables x, y, z; la première x étant consi- 

dérée comme indépendante, les deux autres y et z en 
seront des fonctions. En réunissant les termes de même 
degré, les équations (1) pourront s’écrire de la manière 


suivante : 
ÿ z\ ne 
LU 9 7 TON Se 4e 0, 
Le D FE LA T 
2 \ 
(2) AS ALT 
g t"E RE —|- jai. F, = NT St ON, 
AT AN? D 


£ 


SIN 


ù 


» 
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FRS z 
ou, en posant Dr = 6 
Z 
af (4,0) RD PER oh + LE T, 


ê (ar Flu, v) L'air (u 6 0, 
f et F sont des polynômes des degrés met n respective- 
ment, entre les variables w et v; f; et F, sont respecti- 
vement des degrés m—1 et n—1, et ainsi des autres. 

En vertu des résultats obtenus dans la leçon précédente, 
le nombre des solutions communes (u, ”) aux équations (3) 
est nn, ainsi que le nombre des solutions communes (x, 6) 
aux équations 


(4) fa, 6) = 0, F(e, 6) = 0; 


et les »1n systèmes de solutions communes des équations (3} 


se réduiront, pour x— , aux nn systèmes de solutions 


communes des équations (4). On pourra donc poser géné- 
ralement 


(5) u—=autes, V—=6 +, 
e et n désignant des quantités qui s’annulent avec —. Ces 
T 


quantités sont d’ailleurs les restes des séries dans les- 

# # L « 
quelles u et se développent quand on borne ces séries à 
leur premier terme. Pour calculer les limites des pro- 
duits ex, rx, nous suivrons la même marche que dans la 
lecon précédente. En portant dans lés équations (3) les 
valeurs de u et v, tirées de (5), et ayant égard aux équa- 
tions (4), on a 


df df ù ii 
AE ne M CD EE 
dE dF 
m7 — + 1 —= ee FT % 6) +... VENUS 
fer }+2 PR DR F 


En divisant ces équations respectivement par _x'"788et 


NT 
RCE 
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x"7 !, faisant ensuite x = « , et posant 


a limex, 6 —limyx; 
on obtient 
A EU 
| Chgre + 6 lé 0, 
(6) 
oh ap Fe (ETAT dr EF, = 0: 
de dé. D, 


d'où l’on üre les valeurs suivantes de «/ et 6/ 


df dE 
Per dir 
œ 
df dF df dYF 
4 dx dé dé da 
(7) | 
f dF Le df 
f AS te Ex 


df dE dfdF 


dx d6 dé do 


En désignant par e'et n' de nouvelles quantités infiniment 


. 1 
petites avec Fe, on pourra poser 


ma He, nt —=6 +, 
et, par suite, 


f ! €! / 
œ € " 
U=Q+—- +; 06 ++ —; 


on a ainsi les deux premiers termes des séries dans les- 
quelles z et v, ou y et z peuvent se développer, et l’on 
voit aisément qu'on pourra, de la même manière, ob- 
tenir les termes suivants. 

La même méthode s’appliquera, sans modification, au 
cas de m—1 équations entre w variables, pourvu qu’on 
écarte, comme nous l'avons fait Jusqu'ici, en raisonnant 
sur des équations. générales, quelques cas particuliers qui 
peuvent se présenter. 
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Formation de l'équation finale résultant de l'élimination 
de deux, trois, etc., inconnues entre trois, quatre, etc., 
équations. Nouvelle démonstration du théorème de 
Bezout. Somme des racines de l'équation finale. 


On peut, par l'analyse précédente, former autant de 
termes que l’on veut, de l'équation finale résultant de 
l'élimination de deux, trois, etc., inconnues, entre trois, 
quatre, etc., équations. 


Soient , par exemple, les trois équations générales 
(EM IrS 7, 2) 0, Ni oz} t0, "ET, Jen, 


des degrés m, n,p respectivement , entre trois inconnues 
x, Y, z3; en réunissant les termes de même degré, ces 
équations seront : 


pre NE ORNE AA EEE 4 
/(LE)+s ff a) te.=e, 


x 
‘1e ë 2 
mr(2, + rt :) +... 0, 


TL 


VERS A - 
QUES +) + sPT Te, (2 =)+.. 
TL ZX DA Tr 


f; Fet 9 sont des polynômes des degrés m, 7, p respecti- 
vement, par rapport aux deux variables qu'ils renfer- 
ment ; f1, F1, ®, sont respectivement des degrés m—1, 
n—1,p—1, et ainsi de suite. 

Désignons par 


Q. 


ETAT (Va 32)» « . Era nn) 
les mn systèmes de solutions communes aux deux pre- 


CE » 0 
mières des équations (1), et posons 


= Pr, Y15 z:) nie Vs Za). . PTE Jon Zones 


) 


l'équation finale résultant de l'élimination de y et z entre 
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les équations (1) sera 
Vi 0, 
et c’est cette équation qu'il s’agit de calculer. On y par- 
viendra en développant en série chacun des facteurs 
P(x, y, z) de V, et il suffira de connaître autant de termes 
_du développement de P qu’on en veut avoir dans V. Nous 
nous bornerons ici, comme nous l’avons fait dans la leçon 
précédente, à calculer les deux premiers termes de V, ce 
qui suffit pour connaître [e degré et la somme des ra- 
cines de l'équation finale. 
y 


On a, en faisant, comme précédemment, 
LT 


Z 
D p 1 


Pix, J,2)=2o{(u,v)+ a tofu,v) +2, 


et, si l’on pose 
U—AHE, V — 6+n, 
il vient 
P(e, 7, 2)= a? 9(2,6)+avE, 


à! 1 'e . 
E s’annulant avec -; ainsi que £ et n. En mettant dans 
T 


l'équation précédente , à la place de x et y, leurs mn va- 
leurs , il vient 


P(x, Yi Zi) ES XP pl, 6;) À æE,, 
Pix, y292)— al q(o, 62) + PE, 


Pix Ÿ'mn » Zn) = x? P (mn Û Gr) + Es ; 
E,, E,,..., E,, étant des quantités infiniment petites avec 
Ï ‘ , ° 
—+ Enfin, en multiplant toutes ces équations, on a la va- 
5h . 


leur suivante de V, 


V— 27? p(o ? 61) g(æ, 6) RE D(Æmn y Gmn) ve von EEE 


; MS 27. FR $ 
où H désigne une quantité qui s annule avec —. Le premicr 
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terme de V sera donc 


GP pÜeu s 61)2+ + G(cmn» Emn) 

I suit de là que le degré de l'équation finale résultant 
de élimination de y et z entre les trois équations (1) 
est égal au produit des degrés de ces équations, ce qui 
fournit une nouvelle démonstration du théorème de 
Bezout. 

Si l’on veut obtenir les deux premiers termes de l’équa- 
tion finale V — o, il est nécessaire de calculer les deux 
premiers termes du développement de P(x; y, z) en série 
ordonnée suivant les puissances décroissantes de.x. Pour 
cela, dans l'équation 


P{x, ÿ, 2) = æPq(u,e) + xl qu, v) +. 


nous poserons 


et n! désignant toujours des quantités qui s’'évanouissent 


I e # ” e. LA "a 
avec —» æ’ et 6’ des quantités déterminées par les équa- 
D À 


tions 
di e1 df SÉ 
FI, + 6 dé + f, = O, 
dE dE 
FRE ee 
EC DO HIER MURS 


La valeur de P(x, y, z) pourra alors s’écrire de la manière 
suivante : 

D N ch chle, à) 

Di à 


xP—! a 6’ 
ESC A Er e Ne 6 


+a(a6)| are, 


en désignant par FE une quantité qui s annule AVEC NON. 
© re 
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aura donc 
P(x, Ja) = a? plu, 6:) 


+ ap [< HR 


da, 91 dé, FT pi (œ, | Fin xp E; ; 


. e - . . ° . . . 


ik (es mn 3 Le = xp 9 (on ; mn) 


S d d 4 à 
rx | à + + 6’ Perte 5 A | (tm En) | Fe PT" Ey» 


mn dam mn dé À 


d 
Dans ces équations nous avons mis > pour abréger, ce )ELC.; 


\ d e2 6 ! r PAS î 
à la place de AP etc. ; «,, «,, etc., désignent te 
da, é | 


valeurs de &’ qui correspondent aux valeurs &,, æ,, etc., 
de x; enfin, E,, K,, etc., sont des quantités infiniment 


L] I L1 L] ‘ ’ L] 
petites avec —. En multipliant toutes ces équations, on 
di # 
aura la valeur suivante de V : 


V = 2 lai, 61) pars 62) ? mn» 6m) 


dy d 
EP nee LE + p1(c,6) 
Feet ee 6) e D DAT d6 
. pc, 1) + + QlXmns Omn p(x 6) 


+ XP —1 LL 


où H désigne une quantité qui s’annule avec -, et où le 
T 


signe o s'étend à toutes les solutions communes (2, 6), 


des deux équations 
Ten o NA (0) 0. 


Le second terme de V est donc 
,d d 
CRE Q 


" Fate dé 
PRE) pla, 6). * 1e D (an; Gnn) D DIR ANT ANS 0 DRM S PEN ET 
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“ 1° » \ . , 
et si l’on désigne par Dr la somme des racines de l’é- 
quation finale V — 6, on aura 


d d 
eine Eee, 


HAS da dé e 
DD ee 


En remplaçant, dans cette formule, «/ et 8 par leurs va- 
leurs écrites plus haut, et faisant, pour abréger, 


AG O= TRÈS, 


SARO Ér  Rc 


on aura cette EXpression 


Sa UE 6) 2 ÿ/ 6) A(a, 6) + Fifa, 6) B(a, 6) 
p(x, 6) si p(x, 6) C(«, 6) 

où les sommes du second membre sont relatives à tous 

les couples de solutions communes aux deux équations 


las 0) 0 PR" 0) 0, 


Le calcul des deux premiers termes de léquation 
finale, qui résulterait de l’élimination de 4 — 1 incon- 
nues entre p équations, n'offrira pas plus de difhculté, 
quel que soit x, que dans les deux cas particuliers que 
nous avons développés ; la marche à suivre est toujours la 
même, et l’on peut considérer comme générale la nou- 
velle démonstration que nous avons donnée du théorème 
de Bezout pour le cas de deux ou trois équations. 


Démonstration d'une formule de M. Jacobr. 


Pour obtenir l'équation finale V = 0, nous avons porté 
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dans la troisième des équations données les valeurs de y 
et z, tirées des deux premières; mais on aurait pu opé- 
rer de deux autres manières différentes : on aurait pu, par 
exemple, porter dans la première les valeurs de y et z, 
ürées des deux dernières, et l’on aurait obtenu une ex- 


pression différente de Din qui se déduirait évidemment 


de celle déjà trouvée, en changeant l’une en l’autre f'et o, 
J1 et oi, etc. On aura donc 


Sz=- NUE PE D Fi(7 9) B(7» 9) + gifs 9) C(y, 0), 
DETe) f(y3 9) A (73 0) | 

mais ici les sommes qui figurent dans le second membre 

sont relatives aux solutions communes des équations 


F(7,9)=o, (7; d)— 0. 
Égalons les deux valeurs trouvées pour D x , et suppo- 


sons que les polynômes F; et f, soient identiquement nuls ; 


on aura 
qi (a (13 9 > 9), 
Dire (æ, ver DT at F te 0) 


en se rappelant que le signe » s'étend dans le premier 


membre aux solutions communesde f(x,6)—0,F(x,fG5)—0o, 
et dans le second membre aux solutions communes de 
F{y, d) = o, o(y, d) — 0. On peut, dans cette formule, 
considérer les polynômes f, F et © comme absolument 
arbitraires ; et, quant au polynôme 9,, il n'est assujetti, 
par notre analyse, qu’à la seule condition d’être de degré 
inférieur à ©. Supposons 


pa, Oh Cas 6) 
la somme du second membre de l'équation précédente 
sera alors relative aux solutions communes des deux 


équations 
F(y, 9), = 0, *C(y,9) —=0, 


= 
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et, par conséquent, chacun de ses termes sera identique- 
ment nul. On aura donc 


pilæ, 6) AA 
> Ge 


D pi(x, 6) FLE 
CARE. dE df 7 


da dé du dB 


ou 


le signe >» s'étendant aux solutions communes des deux 


équations 
EN 60 NE GS} — "0. 


Cette formule curieuse, où +, désigne un polynôme quel- 
conque de degré inférieur à celui de 7 _ — . est 
l'extension de celle que nous avons démontrée dans la 
cinquième leçon, et à laquelle nous avons été de nou- 
veau conduit dans la lecon précédente. Elle a été dé- 
montrée pour la première fois par M. Jacobi , et M. Liou- 
ville l’a trouvée, ainsi que nous venons de le faire voir, 
comme une conséquence naturelle de ses recherches sur 


l'élimination. 


Extension du théorème de géométrie démontré dans la 
lecon précédente. 


M. Liouville a donné dans son Mémoire la démons- 
tration du théorème suivant, qui est l'extension de celui 
que nous avons établi dans la dernière lecon : 

Tuéorkme. —- 91 l’on mène à une surface algébrique 
la série des plans tangents parallèles à deux directions 
fixes, le centre des moyennes distances des points de 
contact sera indépendant de ces deux directions. 

Si 


Mr; 9% 2) — 0 
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est l'équation d’une surface algébrique, les coordonnées 


des points de contact de cette surface avec les plans tan- 
gents parallèles au plan qui a pour équation 


z—= ax + by, 
seront données par les trois équations 


dM dM dM dM 
— Es l = 04 


Mé= Se PAL ER LÉ SE 
DR Ue NModyts de 


Il sufhit, pour établir le théorème qui vient d’être énoncé, 
de calculer la somme des racines de l'équation finale ré- 
sultant de l'élimination de deux inconnues entre les trois 
équations précédentes. En suivant la marche que nous 
avons tracée, on trouvera que cette somme est indépen- 
dante de a et de D. Ce calcul ne présentant aucune dif- 
ficulté, nous nous dispenserons de le présenter ici, et 
nous renverrons, pour plus de détails, au Mémoire de 
M. Liouville. On y trouvera, du reste, un grand nombre 
de conséquences curieuses que nous ne pourrions déve- 


lopper sans sortir des limites que nous nous sommes 
imposées. 
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ONZIÈME LECON. 


Théorème sur le nombre de valeurs que peut prendre une fonction quand 
on y permute les lettres qu’elle renferme. — Des fonctions semblables. 
— Propriété des fonctions semblables des racines d’une équation. — 
Examen des cas particuliers qui font exception, — Méthode pour calculer 
une fonction des racines d’une équation, quand on connaît une autre 
fonction quelconque des racines. 


Parmi les travaux publiés depuis un siècle sur la théorie 
algébrique des équations, lun des plus importants est, 
sans contredit, le célèbre Mémoire de Lagrange, que 
nous avons déjà eu l’occasion de citer, et qui fait partie 
des Mémoires de l’Académie de Berlin pour 1990 et 
1771. On rencontre, entre autres résultats remarquables, 
dans ce grand travail, le beau théorème que voici : 

Dès qu’on aura trouvé, par un moyen quelconque, la 
valeur d'une fonction rationnelle des racines d'une 
équation, on pourra en général trouver la valeur d'une 
autre fonction rationnelle quelconque des mémes racines, 
et cela par le moyen d'une équation simplement linéaire. 
Quelques cas particuliers exigeront la résolution d’une 
équation du deuxième, du troisième, etc., degré. 

La démonstration de ce théorème et le développement 
de ses conséquences feront le sujet de cette leçon ; mais, 
pour ne pas interrompre notre exposition, nous Com- 
mencerons par établir une proposition importante, dont 
nous aurons besoin. Le 
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Théorème sur le nombre de valeurs que peut prendre 
une fonction quand on y permute les lettres qu’elle 
renferme. 


Soit 
TU ARS. OL) 


une fonction des m lettres a, b,c,...,k, L. 
Désignons, pour abréger, 


Man TAN 47 A 


M 


les M— 1.2...m permutations dont ces lettres sont sus- 
. , È . 
ceptibles , et représentons par la notation 
À ) 
Àe | 


l'opération qui consiste à remplacer les lettres de la per- 
mutation À par celles de même rang dans la permuta- 


tion À; CELte opération se nonime unc substitution. 


On obtiendra toutes les valeurs que la fonction V peut 
prendre par les permutations des lettres a, b, c, etc, 
en lui appliquant les M substitutions 

Ay 


Dale res 


dont la première est une substitution #dentique. W en 
résultera, pour la fonction V, M valeurs que nous dési- 
gnerons par 


{ 


VEN. , VA 
On voit que le nombre des valeurs distinctes de V est au 
plus égal à M : mais il peut être moindre; cela arrivera, 
par exemple, si la fonction V est symétrique par rapport 
à quelques-unes des #2 lettres &, b, ete. 

Il peut arriver aussi qu'une fonction qui n’est symé- 


ÿ 
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trique par rapport à aucunes lettres, ne puisse pas cepen- 
dant acquérir M valeurs distinctes. Nous citerons pour 
exemple la fonction 


(a — b){a — c)(b — c), 


qui ne peut acquérir que deux valeurs, bien qu’elle ne soit 
symétrique par rapport à aucune des trois lettres qu’elle 
renferme. 

Quand nous disons qu'une substitution change ou ne 
change pas la valeur d’une fonction, il est bien entendu 
que nous faisons abstraction des valeurs numériques qu’on 
peut, ultérieurement, attribuer aux lettres, et que nous 
nesvoulons parler que de la valeur algébrique de la fonc- 
uüon. Ainsi la fonction 


AT 9 DEEE 


esttéhanveée. par laésubstitutiont |? DE » quoique la 
gec p AR quoique 


nouvelle valeur qu’elle prend , savoir 
b+2c+3a, 
puisse être égale à la première, si l’on attribue des valeurs 
convenables aux lettres a, b, c. 
THéorkMe, — Le nombre des valeurs distinctes que 
peut prendre une fonction de m lettres, quand on 7 
permute les lettres qu’elle renferme, est toujours un#divi- 


seur du produit 1.2.3... m 
Supposons que les valeurs de la fonction V, 


JS 
(n Ve VER V 


M ? 
formées comme il vient d’être dit, ne soient pas toutes 
distinctes, et que le nombre de celles qui sont égales à Ne 


par exemple, soit 2; que l’on ait, par conséquent, ces 71 
valeurs égales 


(2) Ve Ven ee ON A 
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qui correspondent respectivement aux permutations 


(3) RON TA  ms 
ou, en d’autres termes, qui se déduisent de V, par les 


substitutions 


Au é é É ) 
,) 3 * es < e 
A, AP DAS A 
Soient V., l’une des fonctions (1) qui ne sont pas égales 


à V,, À, la permutation correspondante, en sorte que V,, 


l 


, . Tr . 0 A . , 
se déduise de V, par la substitution ( : } et considérons 


(4 
les x permutations 


(4) À 3 À; À.) .…… À") 


formées de telle sorte que A,,, À. etc., se déduisent de 
À ,, de la même manière que A,, À, etc., se déduisent 
de À, c’est-à-dire en exécutant les mêmes changements 
entre les lettres qui occupent les mèmes places. Par 
exemple, si À, se déduit de A, en remplaçant dans À, 
les lettres qui occupent les rangs 1, 2, 3, 4, respective- 
ment par celles qui occupent les rangs 2, 4, 1, 3, de même 
aussi À,, devra être formée en remplaçant les lettres qui 
occupent dans À, les rangs 1, 2, 3, 4, respectivement 


par celles qui occupent Îles rangs 2, 4, 1, 3. 
Soient aussi 


(5) Ne 


L 2 


Ye VA REV 


les valeurs de V en nombre égal à 7, et qui correspondent 
aux permutations (4), c’est-à-dire qu’on déduit de V, par 
les substitutions 


FA A, \ À, À, 
(4 L Ag 4 A, De: A ,! ; 


Q. 


192 ONZIÈME LECON. 
Je dis que les égalités (2) entraineront nécessairement les 
suivantes : | 


(6; 


Vu=Va=V, = .….. a V7 
En efler, V, et V, se déduisant de V, par les subsuitutions 


A À, Li » + , ‘ = 
“ }: Ge: il est évident que V, se déduira de V, 
Œ 2 

SRE A : PRrAL. 

par la substitution ter pareïllement, V,, se déduira 

6 ; 

{ Q LA 1 . ° ! 

de V,; en appliquant à cette dernière la substitution ( 4 ) ‘ 
, u 


\ 2 : A, £ 
Or, par hypothése, la substitution A: }re produit aucun 
: | 


RUE A, 

changement sur V,, donc la substitution ée ne pro- 
à G'! 

duira aucun changement sur V,,, car V 


À 1, Ag-ne 


. Ag où l’on a changé la 


æ«! 


sont autre chose que V,, À 
notation d'une certaine manière. On a donc V,,—=V,,, 


et l’on voit que, pour la mème raison, les fonctions (5) 
seront toutes égales entre elles. D'ailleurs les 7 fonc- 
tions (5) correspondent respectivement aux permuta- 
tions (4) qui sont évidemment distinctes et différentes des 
permutations (3); donc elles se trouveront parmi les M 
fonctions (1), et l’on aura, par suite, 


M—27 où YMT>2 x, 


Si M > net que V,, désigne l’une des valeurs de V dis- 
tinctes de V, et de V,,, on fera voir, comme précédem- 


ment, que la série (r) contient 7 nouveaux termes 
V,n , Ver , Y» [24 3... V,r 3 

tous égaux entre eux: on aura, par conséquent , 
M3 7 PATES 7: 


el, en poursuivant ce raisonnement, on voit que les M 
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fonctions de la série (1) se partageront nécessairement en 
un certain nombre y de groupes composés chacun de # 
foncüons égales entre elles: on aura donc 


tn el ou du. 
72 
le nombre uw des valeurs distinctes de V est donc un divi- 
seur du produit M=1.2.3...m, comme nous l’avions 
annoncé. 

Ce théorème a été démontré, pour la première fois, 
par Lagrange, dans le Mémoire cité plus haut. Nous 
avons suivi, dans la démonstration précédente, la marche 
indiquée par M, Cauchy dans son Mémoire sur le nombre 
des valeurs que peut prendre une fonction quand on y 
permute les lettres qu'elle renferme, Mémoire qui fait 
partie du tome X du Journal de l’École Polytechnique. 


Des fonctions semblables. 


Deux fonctions de m1 quantités sont dites semblables 
lorsque les substitutions qui changent la valeur de l’une 
changent aussi la valeur de l’autre, ou, ce qui revient au 
même, lorsque les substitutions qui laissent l’une d'elles 
invariable ne produisent non plus aucun changement sur 
l’autre. 

Ainsi, deux fonctions symétriques des m racines d’une 
équation, sont deux fonctions semblables qui ne peuvent 
prendre chacune qu’une seule valeur; et, plus générale- 


ment , si 
Li Lao 


désignent les #2 racines d’une équation de degré m1, deux 
fonctions symétriques de » d’entre elles, 


PAM Ts RC T A 


par exemple, seront aussi deux fonctions semblables 
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des m racines, et chacune d’elles pourra acquérir un 


nombre de valeurs égal au nombre des combinaisons de m 
lettres 7 à n, c’est-à-dire à 


mim—1)...(m—ñr+\) 


PA d : 


e 


Nous ne considérons ici que des fonctions ratiomnelles. 


Propriété des fonctions semblables des racines d'une 


équation < 


Deux fonctions semblables des racines d’une équation 
sont exprimables rationnellement l’une par l’autre, em 
sorte que si lon connaît la valeur d’une fonction quel- 
conque des racines, on pourra déterminér la valeur de 
toutes les fonctions semblables, | 

Il y a pourtant quelques cas d'exception que nous exa- 
minerons en détail. 

Soient, en effet, 


CRTRT dire 5 


les 27 racines de l'équation 


(1) “AE ee P: ANT + P2 LCUMET ere + Dm EL + Pn —= o s 


et 
LR MN MER NE re 


KA HU VAE Laye.) LE 


deux fonetions rationnelles et semblables de ces racines 
dont la première est supposée avoir une valeur connue. 

Appliquons simultanément, aux fonctions F et f, 
toutes les 1.2.3... m substitutions possibles ; il en ré- 
sultera pour V un certain nombre s de valeurs distinctes, 
que je représente par 


(2) VV, Vies V, s 
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et pour la fonction semblable y, les » valeurs correspon- 
dantes 


(3) JA 3 J2 2. Y y 


On peut former, par la méthode indiquée dans la 
deuxième leçon, l’équation qui a pour racines les u va- 
leurs de V : soit 


(4) v“ LL PA | Lam ral P, vue M. Pi, AT P, 0; 


ou 
#(V)=o, 
cette équation, dont les coeflicients sont exprimables ra- 
tionnellement par ceux de l'équation proposée. On pour- 
rait former, de la même manière, l'équation qui a pour 
racines les 1 valeurs de y; mais cette équation ne nous 
sera pas nécessaire. 
Considérons maintenant la fonction 


V' Vs 


où 1 est un nombre entier quelconque ; les valeurs que 
peut prendre cette fonction par les diverses substitutions 
seront évidemment 


7 . lè ; nm , n Ê 
LE RE RS RS CARS 


1 


puisque, généralement, toute substitution qui change V 
eu V, change aussi y en Y,s eilsuit de là (deuxième 


lecon) que la quantité 
V' y, ar V' 7, Je Vrot +... + #5 


sera une fonction symétrique des mn racines x,,X,..., Xm) 
et pourra, par conséquent, s'exprimer rationnellement 
en fonction des coeflicients p;, p:, ete., de équation (1), 


150%.  ONZIÈME LEÇON. 
quel que soit l’entier ». Donnons à n les valeurs suc- 
cessives 0, 1, 2,...,(4—1), et posons 


| VAR + MAT Peas HS TES, lé 


NV, 71: TS V:7% + WV:73. +. . Ve Ti St 


(5) Ve ENV, rs HN Tr, +. HV, Y, = 


DT une 0 Thon ie Re thus 6 es 0°, Cie es eee) 2 Tr vs ,v L 


{ 


V7, + VS, < 2 Las? +... + Vs A 


Les seconds membres #,, t,, etc., de ces équations sont 
tous exprimables rationnellement en fonction des coefh- 
cients de l’équation proposée et des quantités connues 
qui entrent dans F et f; on peut donc les considérer 
comme connus, et si l’on résout les y équations (5) par 
rapport à Yi, Yas-..s Yu Chacune de ces valeurs de y 
se trouvera exprimée, comme on va voir, en fonction ra- 
tionnelle de la valeur correspondante de V. 

Ajoutons les équations (5), après les avoir multipliées 
respectivement par les facteurs 

03 A3 23e ee) Âu25 L 


et faisons, pour abréger, 


(6) o(V)= VRP EN 7 BURN VEN, 
on aura 


CN IQNE ET IAE RES. CIO 


(7) 
1 — th th Rte + lus Àu 2 Lee 


et si l'on veut la valeur de y, par exemple, il suflra 
de déterminer les facteurs À,, À,, etc., de manière que 
l’on ait 


(8) p(Vi)=0, wp(V:)=0,..., p(Vy) =0, 
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excepté o(V;) — 0; alors l'équation (7) donnera 


bh+hht..:t+é, 7, 5 EURE 


> se, 
o(Vb) 


(9). y7,—= 
et il ne reste plus qu’à trouver les valeurs de À, , À, etc. ; 
ce que l’on peut faire très-aisément de la manière sui- 
vante. 


Les équations (8) qui déterminent ces facteurs expri- 
ment que l’équation 


a pour racines V,, V,,..., V,, excepté V, ; mais l'équa- 


tion (4) 


a ces mêmes racines, y compris Ve ; et comme d’ailleurs 
ies plus hautes puissances de V dans ®{V) et dans d(V) 
ont pour coeflicient l'unité, on aura identiquement 


ET 


ou, en développant le quotient de Y{V) par V—V,, 


ROME VE POV CO VE LP 
+ Vo, + P, Vb FuS Py- Ve 
Live +re Ve 


de) ot 


U —1 


AS Ne 


En identifiant cette valeur de 9(V) avec celle donnée par 
l'équation (6), on obtient les valeurs suivantes des fac- 
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leurs 


l Au-r = "P, re Vo) 
ME =—P, PDIV iv" 
lu Pit P.Ne À PAS: 


dcr os) + else. sS'tse UVto Sade la toit see ie 6 + 0 


5 RE | 


F2 = Purple EN +2. PV 


l 


He 
ve : 


Ces facteurs étant tous. exprimés en fonction de w et 
des quantités connues, il en sera de même de ME On 


Al 3 , id À: + e 
peul donner à 1 expression de J, une forme très-simple. 


En faisant, pour abréger l'écriture, 


ae —= lu Dre P, lus mu Po P; Lu. Et Ars PES hit Pr los 
LATE Eu? —-- P, lus —+- P;tu_, À 0 —+- Pys lo 
AS == lus + P, lu; + ....…. —- Pire lo 5 


s0 0 Tale, ‘Te 0e (ae ‘©, © 0 © teur 0 relate. p. je ef € 4 à "UNS [ve 10 os vis ve Re CORTE SRE 


Te A Pitt 


Ts Lo; 


le numérateur de la valeur de #5 donné par l’équa- 
tion (9), sera 


J—\ 


Î Fr P—7 r ru 
To Vo À TV, Hs lu: à a Luis 
et quant au dénominateur, il est égal à o(V,), c'est-à- 


ÿV) 
V-v 
cette valeur est Ÿ(V,), d’ désignant la dérivée de 4. Or, 


pour V —V a: 





dire à la valeur que prend la fraction 


d'(NV) se À HT + ( p— L)P; HT S re Py3 


… 
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on aura donc la valeur suivante de "à 
1 TEA A PARC RS EN PA EUR 


(1 1) , == 





9 


PAL + (u— ] ) P, V1 + ., .—+ 2Pu_Vo+ P,-: 


ou, en désignant simplement par V l’une quelconque 

des valeurs V,, V,, etc., par y la valeur correspondante 

de y, 
TV EN +. Ty V + Tu 

D. TS 

EN fer) PV EL al, NV + Pa 








=“ 
LA 


valeur que nous représenterons aussi, pour abréger, par 


E(V) 


————— +, 


ÿ'(V) 


Examen des cas particuliers qui font exception. 


D'après ce qui précède, les valeurs de y, Y2,.., Y, 
s'exprimeront rationnellement et en fonction de V,;, 
V,,..., V,, respectivement par les formules 


LS E(V, ) ®(V:) O(V,) 
3 = —— 9 DEN ET Tone & AE É 
ur ÿ'(Vi) 4 W(V:) 7. Y'(V») 








Mais quelques-unes de ces équations seront illusoires si 
l'équation 
ÿ (V) = 0 

a des racines égales ; elles le seront mème toutes si la pré- 
cédente équation en V n'a que des racines multiples. 
Toutefois, si V - est une racine simple de l’équation en V, 
la valeur correspondante Y, sera, dans tous les cas, donnée 
par la formule 





Ve TT YUVL) 


Les cas d'exception que nous venons de signaler peuvent 
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évidemment se présenter; car, bien que les fonctions 
NS pd ARS 167 


soient distinctes, quant à la forme algébrique, si les quan: 
tités Æ,, X2, etc., dont elles dépendent, ont des valeurs 
déterminées , quelques-unes de ces fonctions peuvent être 
numériquement égales. Alors les équations (5) sont insuf- 
fisantes pour déterminer y;, y», etc. 

Supposons, par exemple, que V, = V,, mais que toutes 
les autres valeurs de V soient différentes et distinctes de V, : 
les inconnues y, et y, n’entreront dans les équations (5) 
que combinées entre elles par voie d’addition, et ces équa- 
ons (5) ne pourront déterminer que 


(y + y); Va. 02 ir ie à OR 
qui sont au nombre de u — 1 ; l’une des équations (5) de- 


viendra inutile, et en se bornant aux 1 —1 premières, 


on aura 
Qi Te) ++ Ts + ee HT lo 


Ve) Va Ja he ENT, 
VUE NE MRC ENT 


En opérant sur ces équations, comme nous avons fait sur 
les équations (5), on déterminera les inconnues 


C2 


RE PET AR CTIOT 7 TE 
mn 


qui se trouveront exprimées respectivement en fonction 


rationnelle de. 
VÉOUIVES EVE ee Vu: 


Et généralement si l’équation 


YCV) 0 


ONZIEME LEÇON. 141 
a « racines égales à V,, 6 racines égales à V,, etc., les 
équations (5), dont quelques-unes deviendront alors inu- 
tiles, ne pourront faire connaître que la somme des « va- 
leurs de y, qui correspondent aux « valeurs de V égales 
à V,, en fonction rationnelle de V,; celle des 6 valeurs 
de y, qui correspondent aux 6 valeurs de V égales à V,, 
en fonction rationnelle de V,, et ainsi de suite. Voici 
comment on pourra, dans ce cas, déterminer les valeurs 
de y. 
Supposons qu’on ait ces æ valeurs de V égales entre 


elles , 
À = A et VE rm D 


on pourra calculer, en fonction de V;, la somme 
MAMA T acte Tr 


On pourra aussi calculer, de la même manière, la somme 
des carrés de ces quantités, la somme de leurs cubes, ete., 
- et enfin la somme de leurs puissances & ; on pourra donc 
former (deuxième leçon) l'équation de degré x, qui a pour 
racines les quantités y1, Y2,..., ÿ,. Ainsi, quand l’équa- 
tion en V a des racines égales, la détermination de la 
fonction y, semblable à V, peut dépendre d’une équation 
du second, ou du troisième, ou etc., degré. 

On peut former, sans faire de nouveaux calculs, la 
somme des valeurs de y qui correspondent aux valeurs 
égales de V, et la déduire des équations (13). Supposons, 
par exemple, que V,— V,, mais que les autres valeurs 
V;, V,,etc., soient différentes de V,; augmentons les coefli- 
cientis de l’équation proposée (1) de quantités infiniment 
petites, de manière que V, ne soit plus égal à V,, et po- 
sons V, = V, + À, À étant un infiniment petit: on aura 


ROEWR | OEM Un 
pes V/ ( VA Vo PE Y'CV, + }) 





si 
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Soit 
HVI= NE) (VV — 2) pv); 
on aura, en différentiant, 
PV)= VV) VV 2) DV) HV =V) = AT VV), 
et, par suite, , LR 
VOVI)= — AV), POV + A) = AV +), 
ou, en négligeant les puissances de À supérieures à la 
première dans d'(V, +), 
VV +) = AVIV,). 
D’après cela, les valeurs de y, et y; seront 


» : — 6 (Vi). MOV + A) 
D bn) PE 
donc 
E(V, +h)—oe(V,) 


h%(V,) 
Cette équation est inexacte, puisque nous avons négligé - 
les puissances de 2 supérieures à la première; mais elle 
sera exacte à la limite, pour À —o, c’est-à-dire quand 
on égalera à zéro les quantités ajoutées aux coeflicients de 


M RTt PU 


l'équati e. O nee 
equation proposée. r, pour D 0, On a 


O(V, +A)—o(V;) / 
h OV 
et 


W(Vi) = lim ,» pour VEN 


ÿ( 
(V—V,) 
c'est-à-dire 

f/ V,) 
PE 
2 





on aura donc, enfin, 


Yi L F3 M o"(V) 


= 
> Ÿ" ( Vu ) 


ONZIÈME LEÇON. 149 


et l’on ferait voir assez aisément que si l’on a, en général, 





DE Le dm 


on aura en même temps 


ÉPSPRRTANE 9 2 CV). 


: ÿ'(V) 

en sorte qu'on obtiendra la moyenne arithmétique des 
valeurs de y qui correspondent aux valeurs de V égales 
à Vi, en prenant la valeur illusoire de y; donnée par les 
équations (13), et substituant au numérateur et au dé- 
nominateur de cette valeur de y;, leurs dérivées d'ordre 
æ—1 par rapport à V,. La démonstration de l’équa- 
tion (14) n'offre aucune difficulté; mais comme cette 
formule est seulement curieuse, et ne nous sera d’au- 
cune utilité, nous nous bornerons aux développements 
qui précèdent. 


(14) 


Methode pour calculer une fonction des racines d’une 
équation, quand on connait unie autre fonction quel- 
conque des racines 


La théorie qui vient d’être exposée peut être aisément 
étendue au cas où la fonction inconnue y n'est pas sem- 
blable à la fonction donnée V. 

Nous désignerons toujours par æ,2»,..., x, les m 
racines de l'équation proposée, et par M le produit 
1.2.3...m. Si l’on applique simultanément aux deux 
fonctions V et y les M substitutions que l’on peut faire, 
il en résultera pour V, M valeurs 


Mr V, Vis. Vis 


et pour. y, M valeurs correspondantes 


ATOME TES A TES ONE A 


“ 


144 ONZIÈME LEÇON. 
le nombre des valeurs distinctes de V ou de y, s’il n'est 
pas égal à M, sera un diviseur de M, ainsi que nous 
l’avons démontré au commencement de cette leçon. Il 
convient de distinguer deux cas : 

1°. Supposons d’abord que les M valeurs de V soient 
distinctes, algébriquement parlant, ce qui n'empèchera 
pas que quelques-unes de ces valeurs ne puissent être 
numériquement égales, et ne faisons d’ailleurs aucune 
hypothèse sur le nombre des valeurs distinctes de y. 
Dans ce cas, la méthode précédemment exposée s’appli- 
quera, sans modification, à la détermination de chaque 
valeur de y en fonction de la valeur correspondante de V. 
On aura toujours, en conservant-nos mêmes notations, 


TVÉ- ET VE EH T eV Tu Le E(V). 
= ———— “© 
BV Eur) PV. ap EVE " 


seulement, on aura ici u — M, et en donnant à V succes- 
sivement ses M valeurs, l'équation précédente fera con- 
naître toutes les valeurs de y chacune répétée le même 
nombre de fois, et exprimée chacune par la valeur de V 
correspondante. Si l’équation L(V)=o a des racines 
égales, on opérera identiquement, de la même manière 
que si Vet y étaient fonctions semblables. 

2°, Supposons que le nombre des valeurs distinctes de V 
soit moindre que M: désignons-le par x, et posons 

M=7p; 
les M valeurs de V, 
L'AFT EN PET LNGNA AE 


se partageront alors en 4 groupes contenant chacun 
valeurs égales. Soient 


T 
VAN Berne, Ne 


Nas Nues betoite 9 Va 


... DCS PARTNER DES 0.0 +. 


1 


(EN OPEN EAU ? 
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ces groupes, et désignons toujours par y, la valeur de y 
correspondante à V,. kb 
Pour ramener ce cas à celui des fonctions semblables. 
désignons par z une fonction symétrique et rationnelle 
quelconque des quantités 


ATEN ESRI T n 5 


il est évident que V et z seront des fonctions semblables ; 
on pourra donc exprimer z en fonction rationnelle de V. 
Quand on aura ainsi calculé #7 fonctions symétriques 
des quantités y1, Y2,-.., Yrs On pourra former l’équa- 
tion du degré 7, qui a pour racines ces z valeurs de y. 

On voit, par ce qui précède, qu'on pourra toujours 
déterminer les racines x;, x:,..., x, d’une équation 
donnée, si l’on connaît la valeur d’une fonction V de ces 
racines; pourvu que les 1.2.3... m valeurs que prend 
cette fonction, quand on y permute les racines, soient 
différentes, non-seulement sous le rapport de la forme 
algébrique , mais encore au point de vue numérique. 

En effet, on peut supposer que la fonction inconnue y se 
réduise à l’une quelconque des racines, à x, par exemple: 
alors on pourra exprimer x, en fonction rationnelle 
de V et des coeflicients de l'équation proposée : si ensuite 
on suppose que y se réduise à une autre racine x,, on 
pourra de mème exprimer x, en fonction rationnelle de V; 
et ainsi de suite. D'où il résulte que si la valeur donnée 
de V est commensurable, les racines de l'équation pro- 
posée seront toutes commensurables. 

Mais si la fonction V n’a pas toutes ses valeurs dis- 
tinctes, que l’on ait, par exemple, 


VEN NW, 
et si, faisant toujours y — 2,, les valeurs de y correspon- 


dantes sont 


DÉS NET die 
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la méthode précédente ne fera plus connaître ces racines, 
elle permettra seulement de former l'équation du troi- 
sième degré, dont elles dépendent. | 

La théorie qui vient d'être exposée comprend tout ce 
que l’on sait de plus général sur l’abaissement des équa- 
ions quand on connaît une relation entre les racines, car 
ce cas est évidemment le même que celui où l’on donne la 
valeur d’une fonction des racines. 
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Application de la théorie exposée dans la leçon précédente, — Nouvelle 
démonstration d’un théorème établi dans cette leçon. 


Application de la théorie exposée dans la lecon 
précédente. 


Quoique la théorie exposée dans la précédente leçon 
soit très-simple, je ne crois pas inutile de montrer sur 
un exemple comment les calculs doivent être exécutés. 

Nous nous proposerons de calculer l’une des trois ra- 
cines X1, Lo, X3 de l’équation du troisième degré 

æ— Gr +11x—6—0, 
x, par exemple, sachant que la fonction 
S V=z +22m— 4x 
est égale à 3. 
l'aisons 
4 = Lis 
et appliquons aux fonctions V et y les 1.2.3 — 6 substi- 
tutions 
ia Lo Z3 (E >) (2 Los x) 
9 9 ] 
Co IEC ALT Los Las A 
ÉMRRTIT | Ph La di Gi 2, 5) à 
; , 3 
il en résultera les six valeurs suivantes pour V et y : 


Vi= td +F2m 4%, Fa = Lis 
V: Li + 2%, — 4 æ, F2 — Li 
Vs= a +2 — Âx, F3 = A9 


Mi Fa;x — 4x, F4 — Lis 


Vs = xs +2x, — Lt, V5 = Las 
Vs == T: 4 2. T'| | RE æ 3 Ÿ6 Ex Tir 


ni] 


40. 
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On formera l'équation du sixième degré en V, 
VSHP, Vi+P,Vi+P, V'HP, V°+P, V-P, —0; 


et l’on trouvera 


, 


P=N2; P,—=— 2, P—=—336: 
Pi 087 Pi 200% D; 010 


on calculera ensuite les quantités #5, /1, lo, fa, 3 ts, 


Soir 
> Vr =t, 
>: Vr =", 
Sr 
> Von 
Ÿ Vr =t; 


par la méthode des fonctions symétriques : on trouvera 


telles que 


ainsi 
Lo T2, tu — 106, = 0nE 


tH—— 1240, (5 — 11592, # = — 602%; 
et en posant, comme précédemment, 


T,=é+P,t +HP,r + Pit + Pt + P,K, 
T,=t+P it, +P,2 + BP, + Pt, 
T,=4+P 4 +P, 4 +P;t, 

Ti EP HP, : 

T'= 4 PE, 

1 NE 
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on aura 
Ts — 1900, "Ts 1904, T: — 2072; 
TEA ET, 2128; #40 


[ 


12. 
Maintenant la formule générale 


PDA EE MR TV Te VE TV ET, 
TGV ESP V FAP. V +3P,V +E2P,V EP, 


où l’on doit affecter y et V de mêmes indices, devient 


Dé ANSE 128 Vi + 48 V°— 2072 V'— 1884 V + 1800 
PAT GVS + 60 Vi — 8 V° — 1008 V' — 574 V + 2052 


Pour avoir la racine x, il faudra faire V —3, et l’on 
trouvera ainsi 

Ex 20 £ 
ED 0e. 


RS ODA AT 


VA 


On voit, par ce qui précède, que les calculs auxquels 
conduit notre théorie sont d’une longueur rebutante, 
même dans les cas les plus simples; mais il ne faut pas 
oublier que nous nous plaçons au point de vue théo- 
rique, bien plutôt qu'à celui de l’application. Toutefois 
ces calculs se simplifient en suivant une nouvelle marche 
indiquée par Gallois. 


Nouvelle démonstration d'un théorème établi dans 
la lecon précédente. 


TuéorÈME. — 7 
(1) f(x) = 0 


est une équation quelconque de degré m, mais qui n'a 
pas de racines égales, et que 


'ETAE RQ HEURE 


soit une fonction rationnelle des racines x, 1», DDR 
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de l'équation (1), tellement choisie, que les 1.2.3. ..m 
valeurs qu’elle prend, quand on y permute les racines, 
soient toutes différentes ; ON POUITA exprimer les m ra- 
cines Li, Lr,-.., Xn en fonction rationnelle de V. 

Voici comment Gallois démontre ce théorème dans le 
Mémoire inséré au tome X du Journal de Mathéma- 
tiques de M. Liouville. 

Nous désignerons par V, la valeur donnée de V, et 
par | 

en TS E 

les u— 1.2.3... (m—1) valeurs que RES 1e quand 
on y permute les m — 1 racines 


ss Lise. Em s 


sans changer la place de x,. On aura alors une équation 
en V du degré 1, savoir : 


(2) (Ve Vi) NV) L'ANVEEN ES 0 


dont les racines V,, V,, etc. , seront toutes différentes, et 
dont les coeflicients, qui sont des fonctions symétriques 
des racines x, X3,..., x, de l'équation 

f(x) 


TL — ZX: 


ir ] 


s exprimeront rationnellement par les coefhicients de cette 

équation, c'est-à-dire en fonction de x, et des coeflicients 
1Æ 4 4 Q 5 » À 

de l'équation proposée(1}. Par suite, l’équation (2) pourra 

être mise sous la forme 

(3) F(V;x)= 0, 


F désignant une fonction rationnelle de V et de x,. Or 
l'équation (2), ou l'équation (3), est satisfaite pour V—V,; 
on aura donc identiquement 


PV: PES. 
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D'ou :l suit que l'équation 


(4) UV, BE O 


sera satisfaite pour 
L— X,;, 


et, par conséquent, les équations (1) et (4) auront une 
racine commune x. Je dis, de plus, que ces équations 
ne sauraient avoir d'autre racine commune. Supposons, 
en eflet, que l’équation (4) soit satisfaite pour x —x;, on 
aura identiquement 


“ 


RENE ke. 0 
par suite, l'équation 
(5) ROUTE 10 


sera satisfaite pour V— V,. Or l’équation (5) se déduit 
de l'équation (3), ou de l'équation (2), en changeant x, 
et x; l’un dans l'autre : d’ailleurs, par ce changement, 
les quantités V;, Vas. .., V, se changent en d’autres V',, 
V,,..., V,, toutes distinctes des premières par hypothèse; 
l'équation (5) peut donc se mettre sous la forme 


(VV) (VV). (V—V,)= 0, 


et ne saurait avoir V, pour racine. 

Les équations (1) et (4) n'ayant que la seule racine 
commune xX,, on déterminera aisément cette racine. Pour 
cela on cherchera le plus grand commun diviseur entre 
f(x) et F(V;, x), et l’on poussera l’opération jusqu’à ce 
qu'on obtienne un reste du premier degré en x: en égalant 
à zéro ce reste, oh aura une équation qui fera connaître 
la valeur de x;, 


és h(Vi) où t = 4 CV): 


et cette valeur de x, sera évidemment rationnelle en V, 
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car l'opération du plus grand commun diviseur ne peut 
Jamais introduire de radicaux. 

On pourrait opérer de même pour trouver les autres 
racines, et l’on aurait ainsi pour toutes ces racines des 
expressions rationnelles, telles que 


Xi, — CV), Li — d(V), A me Yn(V): 


CorocLAIREl.—{[’équationenVdu degré M = :1.2.3...m, 
qui a pour racines toutes les M valeurs de V, et dont 
les coeflicients s'expriment rationnellement par ceux de 
l'équation proposée, jouit d’une propriété assez curieuse : 
c'est que toutes ses racines peuvent être exprimées ration- 
nellement par l’une quelconque d’entre elles. Soient, en 
eflet, V et V, deux des valeurs de V; V, estune fonction 
rationnelle des racines x, x:,..., x, , lesquelles, d’après 
ce qui précède, sont des fonctions rationnelles de V : on 
aura done 





Ve ON: 


D 


© désignant une fonction rationnelle. 

CorozLarRe [T. — On peut aussi déduire, de ce qui 
précède, la proposition suivante : 

Étant données tant d’irrationnelles aligébriques qu'on 
voudra, on peut toujours les exprimer toutes en fonction 
rationnelle d'une méme wrationnelle. 

Soient, en effet, 


Li PR ciel. Us 


n irrationnelles algébriques quelconques ; on pourra for- 
mer une équation d’un certain degré m, à coeflicients com- . 
mensurables, dont ces n quantités seront racines, et qui 
n'aura pas de racines égales. Soient 


Lis Mas os Um 


les m racines de cette équation, et désignons par V une 
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fonction rationnelle de ces m racines telle, que les valeurs 
qu'elle prend par les substitutions soient toutes dis- 
tinctes. V sera une irrationnelle algébrique en fonction 
rationnelle de laquelle les 2 irrationnelles données pour-- 
ront s'exprimer, d’après le théorème précédent. 

Nous admettons comme évident qu'on peut toujours 
former une fonction rationnelle de m quantités inégales 
telle, que les 1.2.3...m: valeurs qu’on en déduit par les 
substitutions soient diflérentes. 

Application à un exemple. — Le théorème précé- 
dent fournit une méthode beaucoup plus simple que 
celle qui résulte de la théorie de Lagrange, pour déter- 
miner les racines d’une équation quand on se donne une 
fonction de ces racines. Nous prendrons comme exemple 
le cas de l’équation du troisième degré: 

Soit l'équation 
(1) T° + PR + PrT + ps 0, 
et posons 

Var, + br, L er. 


En permutant les lettres x, et x;, on aura ces deux va- 
leurs de V, 
V,= ax, + br; + cx;, 


V, — bit bx, + CL) ; 
l'équation en V sera alors 


(V—V)(V=—V)= 0, 

ou 

V'—{2ax, + (b + c) (x + x,)]V 
+ (ax +a(lb+c)x (tit) +bc(x, +xi) + (b+c) xx] = 0. 
On peut chasser x, et x, de cette équation à l’aide des 
relations | 

CPE Li M Pi — Li) 
Las = Pr — Lil + ds) = ps + Pit x, 


r', 


Ha, = (pi —2p:) — %;, 


t 


154 DOUZIÈEME LEÇON. 


et l’on aura 


V?— [(2a—b— c)x, — p(b+c)|Vv 
(a+ B+ © — ab — ac — bc)x; | ne 


CI 
+ (+ c— ab— ac) px, +bcpi—(b—c) ps 


Il faudra maintenant, pour avoir X1, faire x = 4, dans 
le premier membre de l’équation (1) et chercher le plus 
grand commun diviseur entre le polynôme que l’on ob- 
tiendra ainsi et le premier membre de l’équation (2) : 
il n'y a mème aucun calcul à faire dans le cas particulier 
où l’on a 

d+bt + ei Gb ac — bc —0; 


car alors l'équation (2) ne contient plus que la première 
puissance de x,, et fait connaître immédiatement sa va- 
leur. Ce cas simple se présente si l’on prend pour a nb, © 
les trois racines cubiques de l’unité. 

Soit « une racine cubique imaginaire de l'unité, et 
posons 


on aura, en remarquant que & + d+IZ=0, 


VE piN PRE RE 
Li ee D En RES AU 
3V 





à doute coment 462 pie DE SSRS SSSS 
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Propriétés des racines de l’équation binôme, Des racines primitives et de 
leur nombre. — Digression sur la résolution numérique de l’équation 
à laquelle se ramène l’équation binôme, quand on lui applique la 
méthode d’abaissement des équations réciproques. Exposition de la 
méthode de M. Sturm pour la séparation des racines. 


Les racines de l'unité jouent un rôle important dans la 
théorie de la résolution algébrique des équationss dont 
nous allons bientôt nous occuper; je crois donc utile de 
rappeler ici les propriétés de ces racines, dont quel- 
ques-unes sont démontrées dans les Traités élémentaires 


d’Algèbre. 


Propriétés des racines de l'équation binôme. Des 
racines primitives et de leur. nombre. 


TI. Les racines communes à deux équations binômes 
de la forme 


SET 3 L'=ET, 
sont également racines de l'équation 


a = à 


APE 3 


où 0 désigne le plus grand commu diviseur des nom- 
bres m et n. 


Supposons, en eflet , que l’on ait à la fois 
D 107 O2 ESS 


soit m >n, et désignons par g le quotient et par r le 
reste de la division de m par #, en sorte que Mn + Tr: 
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on aura 


QT RS OU ES QE 


Mais , à cause de &*— 1, on a aussi &"?— 1; donc 
COURTES 

D'où l’on conclut aisément que si 7, 7”, r”,..., 0 sont les 

restes auxquels conduit la recherche du plus grand com- 

mun diviseur des entiers mn et n, on aura 


Te FE He 
De) RTE M mm PNA PR == 


el, par conséquent, toute racine commune, æ&, aux deux 
équations proposées, est aussi racine de 
x = 44 | 

Il est évident d’ailleurs que, réciproquement, les racines 
de cette dernière équation appartiennent aux deux équa- 
tions proposées. 

Il résulte de là que si m et n sont premiers entre eux, 
les deux équations 

x" — I ; x" + | 

n'auront d’autre racine commune que l'unité, et que,:si 
m est un nombre premier, l'équation 


x" 2 (| 
n'aura de racine commune autre que l'unité, avec au- 
cune équation de degré moindre. 
IL. Sx « désigne une racine quelconque de l'équation 
binôme 
Di 1, 
toute puissance de à sera aussi racine de la même équa- 
Lion. 
L’équation 
entraine, en eflet, 


Anh — 15 "Ou (ak )" EME: 


boat à D 


sci té > ht bn did 
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et, par conséquent, tous les termes de la série 
CHATS Clan ie 


seront racines de la même équation. Or, à cause de &"=1, 
On à auss] 


1 te == A GPL pi k: ; 


d'où il suit que la série précédente contiendra au plus, 
comme cela doit être, m quantités distinctes, savoir : 


2 3 m— | m 


Si m est un nombre premier, et si « n’est pas égal à 
l'unité, les 7» termes de la série précédente sont diffé- 
rents ; car si l’on avait, par exemple, 


[4 ? d 
ant = a" À 


rm et n + n'étant inférieurs à m, on aurait, en divisant 
par æ*, | 


ND — . 
DUT Te 


ce qui ne peut être , puisque l'équation x” =1 ne saurait 
avoir d'autre racine commune que l'unité avec x" = 1. 
Il en résulte ce théorème : 

Si m est un nombre premier, et à« une racine quel- 
conque de l'équation 

DEC T, 

autre que l'unité, les m racines de cette équation seront 
représentées par 


2 3 m— | m 
LUE PS LOT MIO 


La proposition précédente n’a plus lieu lorsque #7 est un 
nombre composé, et qu'on prend pour + une racine quel- 
conque de 

CET: 
mais elle aura lieu évidemment, d’après ce qui précède, 
si l’on prend pour & une racine qui n'appartienne en 


155 TREIZIÈME LEÇON, 
même temps à aucune équation x" — 1 de degré » infé- 
rieur à 7. 

Cela posé, nous appellerons racines primitives de 

l'équation binôme 

LEE, 
les racines de cette équation qui n’appartiennent à au- 
cune équation de degré moindre et de même forme, telle 
que | 

+ He À. 
Si m est premier, toute racine de x" — 1, autre que 1, 
est une racine primitive; et, dans tous les cas, chaque 
racine primitive Jouit de la propriété de pouvoir donner 
toutes les racines par ses diverses puissances. 

Nous allons démontrer actuellement l'existence des ra- 
cines primitives pour toute équation binôme, de degré non 
premier, et déterminer en même temps le nombre de ces 
racines primitives. , 

LIT. Considérons d’abord le cas où le degré de l'équa- 


uon binôme 
LP T 


est une puissance d’un nombre premier p, et soit 
MARDI 

toute racine non primitive de l'équation 
xp” nds 


. doit appartenir à une équation telle que 


PES T, 


où Ô désigne un diviseur de p” : mais tout diviseur de pl 


autre que p” lui-même, doit diviser p”—'; donc les ra- 
cines de l'équation précédente, et par suite toutes les 
racines 207 primitives de la proposée, doivent appartenir 
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à l'équation 
PTE 


D'ailleurs toutes les racines de cette dernière appartien- 
nent évidemment à la proposée; le nombre des racines 


non primitives de la proposée est donc p“7', et, par 
conséquent, celui des racines primitives est 


/ I 5 
p — p#=", ou p(i—), ou mi ©) 


Nous allons maintenant faire connaître la manière dont 
sont formées les racines primitives. 
Considérons toujours l'équation 


(4) GE = 


6; une racine quelconque de 
| LP 6 

e Re AT 

6, une racine quelconque d 
TROP 


. . . . 1 Li . ° 
et ainsi de suite jusqu à ce qu'on obtienne une dernière 
équation 


TE Name = 6u-. : 


dont nous désignerons par 6, une racine quelconque. Si 
l’on fait | 


Pg — £s £ NS 
(2) & — 60... 2. 2 


cette expression de &, qui a p“ valeurs, puisque 6, a p va- 
leurs, qu'à chacune d'elles correspondent p valeurs de 
&,, etc., donnera précisément les p” racines de léqua- 
tion (1). dd 
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On voit d’abord que les valeurs de & satisfont à l’équa- 
tion (1), car on a 
FA p 


pe Pis 9 Êts pie rues RET : 
SE PEU Ur PL EN de Use Ro men Re 6e =, 


et, par suite, 


Il suffit donc de démontrer que les p, valeurs de à sont 
p 

distinctes. Supposons que deux de ces valeurs soient égales 

entre elles, que l’on ait, par exemple, $ 


(3) 6.6" 6 —66,6.:..6. 64 


y 7 
pi Hi 


en élevant cette égalité à la puissance », et se rappelant 
que 


P P È 
RER PUS he TE PE 6, —6 


= 
H—i 


(4) 


! ! f 
Pepe re pe 
re —6,,..,6,—6, ,, 


on aura 


(5) 646, 64: Dre! 66", 


6 24 pt" 


Des égalités (3) et (5) on tire 


Epaipts 
SRE 


en opérant sur l'égalité (5), comme nous venons de faire 
sur légalité (3), on obtiendra 


6 = 6 


ge 1 p—1 ? 


et, en continuant ainsi, on arrive à cette conséquence, 
que l'égalité (3) ne peut exister à moins que les quantités 
61, 63,:-:3 6, ne soient égales chacune à chacune aux 
quantités 6", 6",,..., 6,. D'où il suit que l'équation (2) 
donnera effectivement toutes les racines de l’équa- 
tion (1). 
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Cherchons maintenant quelles sont celles de ces ra- 
cines qui sont primitives. Comme nous l'avons déjà re- 
marqué, les racines non primitives de l'équation (1) sont 
celles qui satisfont à l’équation 
= 1 
P? 
TL = ÿ 4 


Supposons donc que l’on ait 


(EPS DD E :' ue 
19203... Oui y) —41; 


en supprimant les facteurs égaux à l'unité, cette équation 
se réduit à 


PR 


(6) - by a à | 
Mais des égalités (4) on déduit 


H—1 l—2 H—3 
P SP 2P 
PA OR de —— 03 = 013 


ar suite, l'équation (6) exige que 
P s 1 €q ge q 


1 


[2] 
9! 


Par où l’on voit que la valeur dea donnée par équation (>) 
sera une racine primitive ou non primitive de l'équa- 
tion (1), suivant que 6, sera différent de 1 ou égal à 1. 

De ce qui précède on peut conclure la proposition sui- 
vante : 

Taéorime. — La résolution de l'équation binôme 
x"*—1, dont le degré m est une puissance 1 d’un nombre 
premier p, se ramène à déterminer une racine 6; autre 
que l'unité de l'équation x? — 1, une racine 6, quel- 
conque de l'équation x? —6,, puis une racine quel- 
conque 6, de x? — 6, , etc. 

Car on aura, par ce moyen, une racine primitive de 
l'équation proposée, laquelle donnera toutes les autres 
par ses diverses puissances. 

& 1 
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IV. Considérons maintenant le cas général où le de- 
gré m de l’équation binôme 
(1) PER 
est un nombre composé quelconque; décomposons ce 
nombre en ses facteurs premiers, et soit | 


Feet A Cu rÀ. 


Ps s+.., r désignant des nombres premiers quelconques 


inégaux. 
Ecrivons les équations 
L ÿ ) 
(2) x 1; x1 ID Se er el 


désignons par 6 une racine quelconque de la première, 
par y une racine quelconque de la seconde, etc., par d 
une racine quelconque de la dernière, et posons 


(3) tu 9.0/0: 
Cette expression de & a m valeurs, puisque 6, y,...,d 
ont respectivement pl”, g’,..., 7" valeurs; je dis que ce 
sont précisément les #2 racines de l'équation (r). 
Il est d’abord évident que la précédente valeur de a 
satisfait à l'équation (1), car on a 
13. 
el. — 
el, par suite, 
GRIS Le) Te AVOIR 
d’où 
A Ze 1 Pa 
Il faut prouver maintenant que les #7 valeurs de & sont 
différentes. Supposons, en eflet, que deux de ces valeurs 
de « soient égales, que l’on ait, par exemple, 
€! ! d #1: aa 6"! y” 2” 4 
. L2 Le somed . L » 
/ 


comme les quantités 6. : N te D: 
L 'S quantités © , 7 ,..., d ne sont pas toutes égales 


(1 


respectivement à 6”, y/,..., 9”, admettons que €! diffère 
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de 6/, etélevons l'égalité précédente à la puissance g”...r"; 
on aura 


y À ET | 
(P'ySDM Le 2 (B. : 91) 
et en supprimant les facteurs égaux à r, 
v À y À 
er1 or tn enî Tr 


; 
mais 6 ei 6/ étant deux racines distinctes de l'équation 


p 
x” —1, peuvent s'exprimer par deux puissances d’une 


même racine primitive 6 de cette équation ; posons donc 
entr, € —8e, 
n'et n étant < p"”. Alors la dernière égalité deviendra 


y À y À 
(n+n!)g sr Teri 
ou, simplement, 
y À 
Ag Pass 

= I; 
d'où il suit que 6 est une racine commune aux deux 
équations 

72 y 1 


p' nq sr 


T ZEAI SON LT = 1, 
et satisfait, par conséquent, à l'équation 


x = 1, 


9 désignant le plus grand commun diviseur à pf et 


y 


ng”...r”. Mais ce plus grand commun diviseur 0 est au 
plus égal à », et, par conséquent, inférieur à p”*; donc, 
6 n’est pas, comme nous l’avons supposé, une racine 


l- 
-. . EL P 
primitive de x —1. 


On voit, par là, que l’équation (3) donnera bien les » 
racines de l’équation (1). 
Je dis maintenant que 51 6. y..... 0 désignent des 
q » 7) 9 


LI 


104 TREIZIEME LEÇON. 

racines primitives de celles des équations (2) auxquelles 
elles appartiennent respectivement, la valeur de « don- 
née par l'équation (3) sera une racine primitive de l’équa- 


tion (1). 
Si, en eflet, le contraire a lieu , « satisfera à une équa- 
tion | 
x == x, 


dont le degré 0 est un diviseur de mn, et il y aura au moins 
un facteur premier, parmi ceux de #7, qui entrera dans 0 
un moins grand nombre de fois que dans m2: supposons 
que le facteur premier p soit dans ce cas, 0 divisera 
P 


LL y À 


g'...r", et, par suite, « sera racine de l'équation 


(4) | Ê RESTO 


on aura donc 


U—1i y # 
| guser 
(6y...0) == 
Mais 
m1 
TS, 10 = à 
done 
À Fr on 
6! 11; 


d'où il suit que 6 est racine de l'équation (4); or elle 
l’est aussi de la première des équations (2), d’ailleurs, le 
plus grand commun diviseur entre les degrés de ces deux 


équations est p”—"; donc 6 sera racine de l'équation 


VAL: ae 
LP =#W, 


ce qui est contre l'hypothèse, puisque & représente une 
racine primitive de la première des équations (2). 

Il résulte, de là, que si l’on ne prend pour 6,7,...,0 
que des racines primitives, de la première, de la se- 
conde, etc., de la dernière des équations (2), Péqua- 
tion (3) ne représentera que des racines primitives pour 
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l'équation (1). Il est d’ailleurs facile de voir que si 6, ou 
Y»-.., Où Ô n’est pas une racine primitive de celle des 
équations (2), à laquelle elle appartient, la valeur de « 
donnée par l'équation (3) ne sera pas non plus une ra- 
cine primitive de léquation (1). Supposons, en effet, 


72 


À . AD e p' 
que 6 ne soit pas une racine primitive déft AT. on 
aura alors 
F2 V À 
P' EC TO 18e FM de 
6 GER NN ES 
el, par suite, 
2 
Hot ) ;l 
(694.20) Pr I; 


ce qui montre que x ou 67... d satisfait à une équation 
binôme de degré inférieur à 2. 

On peut maintenant connaitre le nombre des racines 
primitives de l'équation (1). En eflet, le nombre des 
racines primitives 6 est, comme on l’a vu précédem- 


I . . . ue 
ment, pr(i—! , celui des racines primitives y est de 
P 


| D À DAT 
même ds — cn etc., done le nombre des racines primi- 
0 


f 
‘ 


tives + de l'équation (1) est 


HA ,. r? (1) (ii) ne (22): 
/ Fi ll di? 
mli—;) ee (—e) 

1 so ge 


On peut aussi énoncer la proposition suivante : 


ou 


Taéonimue. — La résolution de l'équation binôme 
x"— 1, où m est un nombre composé quelconque, se 
ramène à la résolution des équations de méme forme, 
et qui ont respectivement pour degrés les nombres pre- 
miers ou puissances de nombres premiers qui divisent le 
nombre m. 

V. Soient #,6,7,...," les m racines de l’équation 
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A AESNOU 
ET 1—= 0; 


= 


m étant quelconque. On aura, par les formules de Newton 
(première lecon), les relations suivantes : | 


a+6+y+... M ..+o oO, 
MH GLYE,,,........ + 6'= Oo, 


AL EME EP, Hot, 
AM HOME MR re Ho = 1; 


et. généralement, à cause de a+} — &*, la somme 


QG HR DE + + of 
sera égale à 1 ou à o, suivant que y sera divisible ou non 
divisible par m. 
VI. Quant à l'équation binôme plus cénérale 


M 
NA, 


elle se ramène à la forme 


M 
Re 


si l’on pose 


m 
ÿ =xVa, 


m 
Va désignant l’une quelconque des quantités qui ont & 
pour puissance m°"*. 

On peut démontrer, à l’égard de ces extractions de 
racines m°"*, un théorème tout semblable à celui qui 
concerne les racines m°"* de l'unité, lorsque m est un 
nombre composé. 

Supposons d’abord que m soit le produit de deux nom- 
bres premiers entre eux p et g, on aura 


m 1 


VARAUTE, 
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or on peul toujours trouver deux entiers £ et v tels, que 
l’on ait : 

PÉ +qu=1, 


puisque p et g sont premiers entre eux : on aura done 


ri PE +qu CPAS PR TUE 
Vas #14 —'at.ar — Vaë. Va’. 
Ainsi l'extraction d’une racine de degré pq se ramène 
toujours, lorsque p et q sont premiers entre eux, au pro- 
duit de deux racines, l’une du degré p, l’autre du de- 
gré q. 
On a, par exemple, quel que soit &, 


es pr 
| 4 esse Œ ; Eh 
V a 


Mm—p.q;: 


Et, en général, si 


P; g,...,r désignant des nombres quelconques premiers 
entre eux, deux à deux, on pourra écrire 


V : 


DE 
Va = /a er Me. 


formule dans laquelle £, v,..., o sont des nombres en- 
ticrs positifs ou négatifs. 


Digression sur la résolution numérique de l'équation à 
laquelle se ramène l'équation binôme, quand on lui 
applique la méthode d'abuissement des équations ré- 
ciproques. Exposition de la méthode de M. Sturm, 
pour la séparation des racines. 


J'exposerai ici, à l’occasion des équations binômes , qui 
viennent de nous occuper, la belle méthode de M. Sturm, 
pour démontrer la réalité des racines de certaines classes 
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d'équations, et effectuer ensuite la séparation de ces 
racines. ù 
Considérons l'équation binôme 
(1) | X®— 1] —=0, 
où m1 est un nombre impair quelconque 24 + 1. En divi- 
sant l'équation (1) par x —r, elle devient 
(2) TEL pl LE, HE xt r L1—=0; 


et l’on transforme, comme on sait, cette équation (2), 
conformément à la méthode des équations réciproques, 


en une autre du degré uv, en la divisant par x", et posant 


ensuite 
HS MZ; 
4 


l'équation (2), divisée par x”, devient 


I —1 I I 
CR 
WU TER) 


ou 





(3) Vu + Vu +. +V HV +1—=0, 
en faisant généralement 


1 
ROUTE ‘ 
V, A 7° 


on peut exprimer facilement V,, V;,,...,V,, en fonction 
de z, de la manière suivante : 
Si l’on multiplie les deux équations 


I 
Neshe œil 





an! ? 


I 
ZX + —; 
Æ 
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Ofi & 
ARE == (2 mi =) + (&® Ds ne ==.) Es VS + V; ° 
x T2 
d'où 
(4) \E —= 2Vae: —V,_. 


Cette relation fait connaître la valeur de chaque fonction 
V, en z, quand on connait les deux précédentes. Or les 
deux premières V, et V, sont connues : on a 


Ii | Ï 
Vi=z4e— 3, Vo + ——=2; 
TX TL 
l’équation (4) permettra done de calculer les valeurs des 


fonctions V,, V;, etc. 
On trouve ainsi 





Ni 2 
NÉE 
V:=z — 9, 
NI +0 73 


Il serait assez difficile de déduire de ces formules l’ex- 
pression générale de V,. Nous donnerons, dans la pro- 
chaine lecon, le moyen de former cette expression, et 
nous nous bornerons pour le moment aux remarques sui- 
vantes : 

1°, V, est un polynôme du degré #7 en z, qui ne ren- 
ferme que des puissances de z de même parité que 7; 


170 TREIZIEME LEÇON. 

2°, Les deux premiers termes de V, sont z"— n2z"7°. 

En effet, l'équation (4) fait voir que si V,_; et V,_, sa- 
üisfont à ces conditions, V, y satisfera également , et l’on 
voit, à l'inspection des équations (5), que V,, V;,, V,, Vs 
et V; y satisfont, d’où l’on conclut aisément la démons- 
tration. 

Posons maintenant 


6) Un = Va + Vans + + VV +5; 
Ü, sera un polynôme du degré 7 en z, et l'équation (3), 
à laquelle nous avons ramené l’équation (1) sera, 

U, = ©. 
Les fonctions U, sont susceptibles d’un mode de forma- 
ton identique à celui des fonctions V,, c’est-à-dire que 
l’on a 


Ü;, — zU,_ É VEUX 


En effet, on a, par l’équation (4), 


Va — 2V,_ y VAS 249 
VreA — 2Vy_2 —V,_; ? 


ën ajoutant ces équations, et ayant égard à l'équation (6), 
il vient . 

U,— V,—iZ= 20, —1) — (Us: +1); 
et comme V,— z, 


(7) 1). zU,_; PS U,_> o 


\ // 
équation qui se déduit de (4), en remplaçant la lettre V 
par U. 

Comme on a 


UNE UV, +i=2z+1, 
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l'équation (7) donnera successivement les valeurs des fonc- 
ions U, , U;, etc. ; on trouve ainsi 

UD = 1; 

U,=3+1, 
U,=2z+z— 1, 

U, = +2 —22z— 1, 


Quant à l'expression générale de U,, elle se déduit très 
aisément de celle de V,, ainsi que nous le verrons dans la 
prochaine leçon. 

Nous allons à présent démontrer, d’après M. Sturm , la 
réalité des racines des équations 


Miro Ur —,0; 


et indiquer, en même temps, le moyen de séparer ces 


racines. 
De l'équation V, = 0.— Nous nous occuperons d’a- 


bord de l'équation 
(1) Vy gta À 
Considérons, avec M. Sturm, la suite des fonctions 
Vous, Vis 25e +55 Vas Vis. Vos 


dont la dernière V, est constante et égale à 2. Trois fonc- 
tions consécutives V, , V,_,, V,_, sont liées entre elles par 
l'équation 
(2) 1e = ACER "TE L'Est 
d’où il suit : 

1°. Que deux fonctions consécutives V, et V,_, ne 
peuvent s'annuler, pour une même valeur de z, puis- 
qu'alors toutes les fonctions suivantes devraient égale- 


9 A À . . 
ment s annuler pour la même valeur de z; ce qui est im- 
possible, la dernière étant constante, 
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2°. Que si une fonction V,_, s’annule, pour une cer- 
taine valeur de z, celle qui la précède et celle qui la suit 
ont des signes contraires. 

Il résulte de là que si l’on fait varier z depuis x jus- 
qu'à 6, la suite des signes des fonctions V ne pourra 
perdre ni gagner de variations, que lorsque z passera 
par une valeur annulant V, ; et que si la suite des signes 
des fonctions V perd ou gagne k variations quand 2 varie 
de « jusqu'à 6, l'équation (1) a au moïns k racines com- 
prises entre « et 6. 

Cela posé, on déduit aisément de l'équation (2), que 
l'on a pour z——», 


2 + Vi = 2 NS EE ANT 


et, pour z—+0, 
Vi= +, EV/= has VIRE 


en sorte que la suite des signes des fonctions V perd w 
variations quand z varie de — 2 jusqu'à + 2; d’où il 
suit que l'équation (1) a ses 4 racines réelles et comprises 
entre — 2 et + 2. 

En outre, à cause que toutes les racines sont réelles, 
la suite des signes des fonctions V perdra effectivement 
une variation chaque fois que z, variant de — 2 jusqu à 
+ 2, dépassera une racine de l’équation (1), et cette 
variation se perdra entre les deux premiers termes de la 
suite, de manière que V,_, jouera, par rapport à V,, 
le mème rôle que si elle en était la dérivée; ce qui veut 
dire que les racines de V,_, — 0 pourront servir à la 
séparation des racines de V, — 0. Enfin, si & et 6 sont 
deux nombres quelconques compris entre — 2 et +2, 
l'équation proposée aura autant de racines entre & et 6, 
qu'il y a d'unités dans l’excès du nombre des variations 
de signes de la suite des fonctions V pour z— «, sur le 
nombre des variations de signes de cette suite pour z=6. 
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De l'équation U, = 0. — Ce qui précède s'applique 
textuellement à l’équation 


Ur =50#, 


qui se trouve dans les mêmes conditions que l'équation 
VV” — 0. 


Si l’on considère la suite des fonctions 
D, DR NUS U,, U., 
on voit que la dernière est constante, et l'équation 
U= 2, — U,., 


conduit facilement à cette conséquence, que la suite des 
signes des fonctions Ü ne peut perdre ou gagner de varia- 
tions quand on fait varier z, que lorsque z atteint et 
dépasse une valeur qui annule la première de ces fonc- 
tions; d’où il suit que l’équation proposée à au moins 
autant de racines entre à et 6 qu'il y a de variations per- 
dues ou gagnées dans la suite des signes des fonctions U, 
quand z varie de & à 6. 

On trouve, d'ailleurs, que pour z —— 2, la suite des 
signes des fonctions Ü présente y variations , tandis qu’elle 
n’en présente aucune pour z —+ 2; d'où l’on conclut 
que l’équation Ü, — 0 à ses u racines réelles et comprises 
entre — 2 €t + 2. 

On démontre très-simplement, dans les cours d’al- 
gèbre élémentaire, la réalité des racines des équations 
que nous venons de considérer ; mais Jai cru devoir pré- 
senter ici la méthode de M. Sturm, parce qu'elle s’ap- 
plique avec succès dans un grand nombre de cas. 
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Formation d’une équation différentielle linéaire du deuxième ordre, à 
laquelle satisfait la fonction Vr. — Expression du polynôme Vr. — 


) sin na ; : 
Expressions de cos na et de — en fonction de cos a. — Expression 
sin a 





du polynôme Ur. —- Propriété des racines de l’équation Us =0. — 
Formation d’une équation différentielle linéaire du deuxième ordre, 
à laquelle satisfait la fonction Un. — Nouvelle manière de démontrer la 
réalité des racines des équations  Va= 0,. Un = 0. 


Je présenterai dans cette leçon quelques dévelop- 
pements sur les polynômes V, et U,, auxquels nous à 
conduit la considération de l'équation binôme. 


formation d'une équation différentielle linéaire du 
deuxième ordre, à laquelle satisfait la fonction V 


n° 


V, est une fonction entière d’une variable z. On 2 


A I 
(1) Vi 2 + 7? 
et 
1 
(2) 3 —=@ + =; 
x 
d’où 
(3) dz ï 
DER Te 
dx x? 


Différentions l'équation (1) par rapport à x, il vient 


dV, dz dV, I c 1 
_ — - DA | peut : F 
dz dx dz 2 anti 


4)U er 














7 w 
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différentions aussi cette équation (4) par rapport à x, il 
vient 








où 


| 4: à d n 
(5) («—:) À _ (x+5) em (e+ 10); 





x) dz! 


mais on à 


Ï : ï Le : 
CRE = Vu it = — 2, t— =) —=2—"4; 


Fab Tr 
donc l'équation (o) devient 


d C A d À 


\ m2: 
(6) s 4) dz? AE dz 


— n'V, = ©. 








C'est l’équation différentielle que nous voulions ob- 
tenir, et qui nous servira à déterminer l’expression du 
polynôme V,. Mais il est important pour cette recherche 
d'établir que V,, ou Îe produit de V, par une constant 
arbitraire, est la seule fonction entière et rationnelle 
de z qui puisse satisfaire à l’équation (6). On y parvient 
aisément de la manière suivante. 

Considérons, au lieu de V,, la fonction plus générale 


74 B 
(7) On Aer) 


où À et B sont deux constantes arbitraires. En opérani 
sur ®,, comme nous venons de faire sur V, , on arrivera à 
l'équation ditilérentielle | 


d’'6, de, - 
2 #0, = 0, 
«dz 


(8) ( — 4) 





dz? 


qui ne diflère de (6) qu’en ce que V, y est remplacé par O,. 
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Cette équation (8) a évidemment pour intégrale générale 
l'équation (7) que l’on peut mettre sous la forme 


CE 0e (= +2) + nC (#2) 
4 F4 


en désignant par C et C’ deux constantes arbitrairès. 
. I ’ . ?» 2 e 
D'ailleurs x" + — est précisément V,, et l'équation (4) 
x" 


donne 
dl 
ms i(e- = Ve T Er | 


x" na TX) dz 





d'où il résulte que l'intégrale générale de l'équation (8) 
sera 
dv, 


D. — T / AE 
GC, EC V2 Â FA 





9 


C et C’ étant les deux constantes arbitraires; et, par 
conséquent, le produit de V, par une constante C est la 
fonction rationnelle la plus générale qui puisse satisfaire 


à l'équation (8). 


Expression du polynôme V,. 


Nous savons que V, est un polynôme du degré n en z, 
qui ne renferme que des termes de même parité que n; 
nous savons aussi que le terme du plus haut degré a pour 
coefficient l’unité. Nous poserons donc 


(1) Vra= 2 HA; 2H AS TEE. A, 2 PI A ZT PE, 


et nous allons chercher à déterminer les coeflicients A, 
A, ,etc., par la condition que V, satisfasse à l’équation 
différentielle 
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Différentions deux fois de suite l'équation (1), on aura 








dV, n—\ 29 l 
D = RE He ct (2 — 2p) Apt CE LE 
d°V, , 
a =" (n—1)2t+...+(n—2p+2)(r—2p+1)A, 2? 
+(r —2p}(r—2p—1x)A ap +,.., 
+ PUR aY, 
et, en substituant dans l'équation (2) les valeurs de V,, Pre 
Z 
&e le coefficient de z"-?? sera 


(fæ— 2pl(n—2p—1)|A,;—4(r—2p+2)(n—2p+1)A,. 
+ (2 —2p) | 
n° 
ou 
mApir p)AreA (nr 2p+2)(r =D + A; 
mais ce coeflicient doit être nul, on aura donc 


(R@—2p+ 2)(n —2p +1) 


A 
p(2 — p) F 


DA = — 


Cette relation conduit aisément à l'expression générale 
de À,,; car, le coefficient À, de z" étant égal à r, on aura 


(n —2p+2)(2 — 2p +1) 





er pla —p) Fee 
Man nn Re p EE RAP 48) 
ne nee re 
(re —2)(7 —3) 
À; ir 2 Re 13 
n(n —1) 
SL 1.(2—1) 


En mulupliant toutes ces. équations, et supprimant les 
12 
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facteurs communs, 1l vient 


a, À jécpp CP PRIME PS SL PES EE Lee EPS 
3e 12240 PDP ? 


la valeur du polynôme V, *: donc 
n(r —3) Pre (r—4)(r—5) 


Vi=z— na + gt 
(3) 1782 1953 
\ * (ay? (a—p-1)(n-p-2)...(n-2p+2) (FPS EEE 
L: 23: ap 
sin 24 





Expressions de cos na et æ en fonclion de cosa. 
in «a 


Le problème que nous venons de résoudre est iden- 
tique à celui qui a pour objet de trouver l'expression de 
cos na en fonction de cosa. Si, en eflet, on pose 


æ = cos a +- Ÿ—1 sine, 
on à 
Zee COQUS 4 NÉ-—= 2 CU 


Exprimer V, en fonction de 3, c'est donc exprimer cos na 
en fonction de cosa. En remplaçant V, et z par 2 cos na, 
et 2 cos a dans l'équation que nous avons trouvée, il vient 
| n(n— 3) 
1.2 


cos na — 227! cos" a — 2 np COS"? a + 2" COSTA — :.. 


cos"? a: 
00e NN 


+ (— 1)? on—2p—! 


sin72a n'est pas exprimable en fonction rationnelle de 


: sin 24 5 : L 
cos a, mais le rapport — l’est. En différentiant l’é- 
? sin & 





quation précédente par rapport à &, et divisant ensuite 
par — 72 sina, On à 





sin 74a = on—1 cos’! 1 an—3 (re T 2) COS! d + on—5 (RE9) (2 + AP. CA Gr 
Ir 
(2) es (n=p-1)(n-p-2)..(r-2 p+i)(n-2 ) 
ete arbre (PE) (22 Pa) ER) (nr RS 


5078 : ..p 
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T ; è 
Enfin , en changeant a en 4 dans les équations (1) 


et (2), on aura deux autres formules, qui feront connaître, 


n 2 


. 0 . S1 . " 
en fonction rationnelle de sina, cosna et si 72 est 





. 


cos 24 5 . k 
pair, —— eitsinnza si nr est impair. 
cos & 
Expression du polynôme U,. 
Le polynôme que nous avons désigné par U, a pour 
valeur 


CRV ENV, A HE Vars 
ou 


a"! 


I 4 I 
EE (+ +2) + (sis re x à Rai (z+ : ne 


Nous avons trouvé, en diflérentiant V,, 





on déduit de là 


USE 
L dV, x” CEE n—3 n—! 1 
D = pr + % GE UNE EE : 
n dz 1 KA Los ga"! 
= + 
x 





on aurait de même . 


: ANVn+ n n—? n-—{ I I l 
——— = LT + TL 7 TX + st 1e À ra —+ sn —- 4 
n1-1.. dz Æ r Et 








2 


et, par suite, 


1 AV, le AVR. | ; 


nt LE role, RE LE HET 
NO A20 @rEAiW'ds FE 2e 











mais le second membre de cette équation est précisément 


027, 
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égal à U,, donc 


“sil dV, 12 di 
n dz n'H4'1 42 








De l'expression précédemment trouvée pour V, , on tiré 


(nr — 3)(n — | 
à da — gi (72 SL. 2\Rre “a 2 ) (re 4) à — 1.5 
n dz » 14 2 


on à aussi, en changeant 7 en 7 +1, 


L Nr: 





= z" — (r —— LISTE + Kéoet t 2) (2 à) Z 
nr ve0lz 1.2 


ri 


Par suite, la valeur de U, sera 


(n—2) (r—3) 





U,=2"+23% 7 —(n —1) CE fers ER a 
Li 2 
Got 4 OP PP ae 2 mas 
1.2 Rue 
D EN ir due ana OT SUN | 
LAS AD 


Dans cette expression, les termes de même parité que » 





” Va Q 
proviennent tous de Era les autres proviennent de 
dV, 
dz 


Propriété des racines de l'équation U, = 0. 
Si l’on considère l'équation 
(1) x?2vFi 10, 
puis, qu'après avoir enlevé K racine r, et divisé par æ#, 
on fasse x + . — z, On a, comme nous l’avons vu, l’é- 


quation de degré u en z, 


(2) Us 0. 


\ 
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Soit « une racine primitive de l'équation (1), les ay ra- 
cines imaginaires seront 


CIEL LCR "ENT are RC a 


D'ailleurs deux termes de cette suite, également distants 
des extrèmes, étant évidemment réciproques, les n ra- 
cines de l'équation (2) seront 


ou , en faisant 


I 
© 


et désignant par A, la valeur de V, pour z — a, 
«a 3 A;, À, ; PACE | A y. 


Ainsi les racines de l'équation (2) sont des fonctions ra- 
tionnelles de l’une d’entre elles, et même de l’une quel- 
conque d’entre elles, si 24 +1 est un nombre premier. 
C’est sur cette propriété que M. Gauss a fondé, comme 
nous le verrons plus tard, une méthode remarquable 
pour effectuer la résolution de l'équation U,— 0, lorsque 
2u +1 est un nombre premier, cas auquel on ramène 
tous les autres, ainsi que nous l'avons vu dans la dernière 
leçon. 


Formation d'une équation différentielle linéaire du 
deuxième ordre, à laquelle satisfait la fonction U,. 


On pourraitemployer, pour déterminerle polynôme U,, 
un procédé semblable à celui dont nous nous sommes 
servi pour calculer V, ; on formerait ainsi une équation 
diflérentielle à laquelle satisferait U,, et dont on dédui- 
rait ensuite la valeur de ce polynôme ; cette seconde 
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marche, que je me borne à indiquer, est beaucoup moins 
simple que celle que nous avons suivie, mais l’équation 
différentielle dont nous venons de parler est utile à con- 
naître. Voici, je crois , le moyen le plus aisé de la trouver. 


On a 
Es 
= (e+i)+(e +) + +(e+ +, 
€ 14 \ 
d'où, en diflérentiant par rapport à x, se rappelant que 
dz FE Itioli : | 
Ti I Le et multipliant ensuite par x, 


\ 


t\ AU, Fa : I I 1 
(«—>) Ne St =)+. +ir—-) +1; 
x) dz “4 LES e 


L . | 
multipliant par x — —, et observant que 
T 


ne) AD — À, et Fr one Le — 3) Ven Vons 


CP) 








il vient 


(2° AS. Vis —= (VIA —V,_.) “16 (ra —1) ( V,—V,) #T 
AS V, —V;) #- 2(V; —V,)+(V;— 2), 
= n Vi: ti (re + 1) L YA VE 2(Va +V,. La 12 RC + V2 +V. +1) 3 
où 


aU, 
(z° — TE + 2 Us = a Van + (nr +1) Va. 


Différentiant cette équation par rapport à z, on a 


Pia RÉ 


A, 
—{) A ALU EE E =nin+)( 


tù 











LAVE Ed =) 


n dz oriof dz 


Mais nous avons déjà trouvé 


I à 2% ; dVr ia I F aNs : 


dz n + 1 dz 
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on a donc enfin 


Us ; dU, | 
HE UT UE à} pra n(r +1)U, = 0. 





(1) (7 — 4) 
C'est l'équation différentielle que nous voulions former. 
Il suit de là que l'équation 


d° OO» 
dz: 





(2). (2 —4) 


dO,, \ 
+ 2(2+1) Te, n(n +1)8, = 0, 


est satisfaite par 
9, =1LAbU, 0,= GLS 


C désignant une constante arbitraire; et cette solution 
CU, est la seule solution rationnelle de l’équation (2). 
On s’en assure aisément en cherchant l'intégrale générale 
de l'équation (2), ce qui n’a aucune difficulté, du moment 
qu’on se donne la solution particulière CU,. On trouve 
ainsi, pour l'intégrale générale de l’équation (2), 








FAR 2 | dU 
®, = CU, + C’ V | u, + 2(3 — 2) | D 
5 | dz 
C et C’ désignant deux constantes arbitraires; et l’on voit 
que cette valeur de ®, n’est rationnelle que si l’on fait 
C'— o, auquel cas elle se réduit à CU... 


Nouvelle manière de démontrer la réalité des racines 
des équations V, = 0, U, — 0. 


Les deux équations différentielles que nous avons for- 
mées , et auxquelles satisfont les fonctions V, et Ü,, per- 
mettent de démontrer la réalité des racines des équations 


NT UPS 06 


Cette remarque est importante, car un procédé analogue 
pourra être employé dans beaucoup d’autres cas. Nous 
ne nous occuperons que de l'équation V, = 0; les mèmes 
considérations s’appliqueraient à l'équation U, = 0. 
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Nous avons trouvé  . différentielle 


(1) PE 


_ dz 


"a 
, Va y ee 





différentions p — 2 fois cette équation , et observons que 

















"1 ep AE ; APN ŒlTUNe 
sp er AL Er }— =(i-4 + 2(p — 2)z Pr 
( dP—?V, 
HP ANNE) 
d'A N AIS UNS 2) Fe me 
ess ZE Z ————— 1) —— RE © 
Her dz ATP grue. APT 
on aura 
de V, dPTUNx 
À or SPEED) PE 
(2) \ dPT?V 
! s — [a'—(p—2)}] een 


Les équations (1 ) et (2 2) peuvent S’ écrire ainsi : 


/ HN, : AN, 
| Frs dz SN 7) É 
{ 
ie 2p — 3 dr 4 — 2! dP LENS 
IE SR EPS: Le PET LU EE RES 
dzP=: 2—(p—92) dr ne? — (p—- 2} de 


Cela posé, considérons la suite formée de la fonction V, 
et de toutes ses dérivées 

dV, <'ANARES d'V 
(4) Vas = pts) — #6 


3 
dz dz° dz! 








la dernière de ces fonctions est constante. On voit, en 
outre, par les équations (3) : 

1e os deux fonctions consécutives ne peuvent s’an- 
nuler pour une même valeur de z comprise entre — 2 et 
+ 2; car alors toutes les suivantes s’annuleraient pour 


cette valeur de z, ce qui est impossible, Ha dernière étant 
une constante différente de zéro. 
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2%. Que, si une fonction s’annule pour une valeur de z 
comprise entre — 2 et + 2, celle qui la précède et celle 
qui la suit sont de signes contraires pour cette même va- 
leur de z. 

Il résulte de là que, si l’on veut appliquer la méthode 
de M. Sturm à l’équation 


(5) Va = 9; 


on pourra substituer la suite (4) à la suite des fonctions 
que l’on obtiendrait en exécutant sur V, et sa dérivée 
l’opération du plus grand commun diviseur, avec la pré- 
caution qu'exige la méthode relativement au changement 
de signe des restes ; pourvu qu'on ne fasse varier z que de 
— 2 à +2. Et si « et 6 désignent deux nombres quel- 
conques compris entre — 2 et + 2, tels que «<Z6, l’é- 
quation (5) aura autant de racines comprises entre à et 6 
qu'il y aura d'unités dans l’excès du nombre des varia- 
tions des signes de la suite (4) pour z—2, sur le nombre 
des variations des signes de cette suite pour z — 6. 


Faisons d'abord z —— 2, les équations (3) donneront 
. IVh IPRANE 2p — 3 AETA'E 
D Re NET ANR EU GR SAC FEMRAUIE. 
dz dal —(p—2) d# 


et, par conséquent, la suite (4) présente 7 variations de 
signes pour z — — 2. 

Faisons ensuite z — + 2 ; les équations (3} donneront 
dV, dP—?V, 2p — 3 APN 
ai LR der gta TN Jura : 


et, par conséquent, la suite (4) ne présente aucune va- 
rlation pour 2 = 2. 

Donc, enfin, l’équation (5) a ses » racines réelles et 
comprises entre — 2 et + 2. 
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Résolution de l’équation générale du troisième degré. — Méthode de Hudde. 
— Méthode de Lagrange.— Comparaison des deux méthodes précédentes. 
— Méthode de Tschirnaüs. — Méthode d’Euler. 


Résolution de l'équation générale du troisième degré. 


Je me propose, dans cette lecon, d'exposer les prinei- 
pales méthodes connues pour la résolution des équations 
du troisième degré. 


Méthode de Hudde. 


Des diverses méthodes connues pour la résolution de 
l’équation générale du troisième degré, la plus simple est, 
sans contredit, celle de Hudde. C’est aussi celle que nous- 
exposerons la première. 

Comme on peut toujours faire disparaitre le second 
terme d’une équation, nous considérerons l'équation 


(1) D + px + q = O0 
, r Le 

débarrassée du terme en *°. Posons 

(2) LEY +2, : 


y étant une nouvelle variable et z une fonction de y, 
que nous nous réservons de déterminer, de manière que 
l'équation transformée en y rentre, s’il est possible, dans 
les classes d'équations que nous savons résoudre. Rem- 
placons dans l’équation (1) x par sa valeur tirée de (2), 
on aura 

(y + 2) + p(y 2) + 4 =0, 
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ou 
(3) (+ +9) +{(r +2) (By7z+p) = 0. 
Si, maintenant, on détermine z par la condition que 


3Y2+p—=O0, 





on à 
P 
LE — —— 
35 
et l'équation (3) se réduit à ) 
te p° É 
ge a —-0 
V4 27 1 ; 
ou 
; | P° 
€ $_—_ — = 0, 
(4) HE Cage 


Cette équation en y peut se résoudre à la manière des 
équations du second degré, car elle ne contient que les 
puissances y* et y‘. Ensuite, quand y sera connu, on 
aura x par la formule 


(5) IRL TS Ever 


” . 
Dé 
L'équation du sixième degré (4), à laquelle nous rame- 
nons ainsi l'équation proposée, a été appelée par Lagrange 

la réduite ou résolvante de l'équation (1). 
Quoique cette résolvante aït six racines, l'équation (5) 
ne donnera pourtant que trois valeurs de x, comme cela 
doit être. En effet, la résolvante ne change pas quand on 


change y en — 2 en sorte que ses six racines forment 
7 

trois groupes tels, que le produit des deux racines de 

chaque groupe est égal à — . et il est évident que l’équa- 


tion (5) donnera la même valeur pour x quand on rem- 
placera. y successivement par les deux racines d’un même 
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groupe. Ceci va résulter, au surplus, de l'expression mème 
des valeurs de x dont nous allons nous occuper. 

De léquation (4), on tire cette valeur de y”, 


ag: ge 3 
p= tete 
2 hi Mettre 


(6) DA —T+VR, 





ou 


en faisant, pour abréger, 





| 6 = 

(7) 7 =N/—THEUVR 

Cette expression, à cause des valeurs multiples des radi- 

eaux, représente bien les six racines de l'équation (4) ; mais 

; DRE 
nous admettrons, dans ce qui va suivre, que À / — SE VR 
4 ? e e . 

représentera seulement l’une des trois racines cubiques de 
€ — ANT 

— T4 VR. Ce sera celle que l’on voudra, mais ce sera 
2 


toujours la même; en sorte que, si « et 6 désignent les 
deux racines cubiques imaginaires de l’unité, les six ra- 
cines de l’équation (4) pourront être représentées par 


(8: VENTES TER TVR: 


PA 


Et comme des deux radicaux 





le premier nous représente, par notre convention, celle 
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4 s” À x q — = 
des trois racines cubiques de — ir VR que nous vou- 
drons, le second également celle des trois racines cu- 


biques de — TV R que nous voudrons, et qu’en outre, 


3 
leur produit a pour cube Tes” nous pouvons choisir 


les valeurs de ces deux radicaux de maniére que leur pro- 


duit soit ég gal : de 5 on aura alors 


/_: —TT VR - — 
3 4) 9 LU 
Si maintenant on porte, dans l’équation (5), chacunedes 


valeurs (8) de y, on aura, en se servant de l’équation (9) 
et se rappelant que 46 = 1, les valeurs suivantes de x 


+ 
s 
4 


Vie 2H VR +4 es 
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Ces trois racines de équation (1) pourront être re- 
présentées par la formule unique 


(10) SAVE TR WOMEN 


dite formule de Cardan, pourvu qu'alors on laisse aux 

radicaux cubiques toute leur généralité, maïs qu'on 

n'associe ensemble que les valeurs de ces radicaux qui 
D 


donnent un produit égal à —* 


Si, dans la formule (10), on combine chaque valeur 
du premier radical cubique avec chaque valeur du se- 
cond, on aura en tout neuf valeurs de x, qui seront les 
racines des trois équations 


Lie DE 5 00; 
LH Por +4 = 0, 
a + por + qg 0 ; 


ainsi qu'on s en assure aisément en faisant disparaitre les 
radicaux de l'équation (ro). 

Tout ce qui précède a lieu, quelles que soient les quan 
uités p et q, réelles ou imaginaires. Nous allons ajouter 
quelques détails relatifs seulement au cas où ces coeffi- 
cients sont réels. 

Discussion de la formule de Cardan. p et q étant 
réels, supposons R >> 0, ou 


AP +279 >o, 


les deux radicaux qui entrent dans l’équation (10) auront 
chacun une de leurs trois valeurs réelles. Désignons par 
A la valeur réelle du premier, par B celle du second, les 
trois valeurs du premier radical seront 


À, Aa, A6, 
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celles du second seront 


B, Ba, B6; 


et comme les valeurs des deux radicaux, qu’il faut pren- 
dre ensemble, doivent avoir un produit réel, on aura, 
pour les racines de l'équation (1), 


A +B, 
Aux + B6, 
A6 + B«. 
D'ailleurs, 
__—1+ÿ—3 pi 3. 
Ty RON Eee 2 


les trois racines de l’équation (1) seront donc 


aæ 
2 3 


A + B et 








Aiïnsi, dans ce cas, l’équation (1) a deux racines imagi- 
naires. 
Si l’on a R—0o, ou 


4p+274 = 0, 
la seule différence avec le cas précédent est que l’on à 
ici B— A ; alors l’équation (1) a ses trois racines réelles, 
mais deux sont égales entre elles. 
Supposons , en troisième lieu, R<o, ou 


4 p +274 0» 
‘chacun des radicaux qui entrent dans la valeur de x 
aura ses trois valeurs imaginaires; mais il est facile de 
voir que l'équation (1) a ses racines réelles et inégales. 
Soient, en effet, | 


AB. RAR VSr), GA + BU 1); 
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les trois racines cubiques de lexpression imaginaire 


no 1 + VR; l'expression imaginaire conjuguée —° — VR 
aura évidemment pour racines cubiques 
A—BV—1, 264 By ext) (A AB YEME 


et comme les valeurs des deux radicaux qui forment la 
valeur (10) de x doivent avoir un produit réel, on aura 
les trois valeurs suivantes de x, 


(a+BV=i)+ BV), 
a(A + BY—1)+6(A—BY—:), 
&(A+BY—1)+a(a— BY—:); 

ou, en remplaçant « et 6 par leurs valeurs, 
SAM EMAU BUS, A RU 


L’équation (1) a donc ses trois racines réelles, comme 
nous l’avions annoncé, et il est très-facile de montrer 
qu’elles sont inégales. 

En effet, on ne peut avoir d'abord 


— À + BV3— — A —BV3, 


car il en résulterait B—0, et la quantité — + VR serait 


égale à la quantité réelle A°, ce qui est contre l’hypothèse. 
On ne peut avoir non plus 


2A——AHPBV3, 


car il en résulterait B — + A V3; 
par suite, 


AU BE A EE V7) = 
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et ’ 


LIFE 


—T+VR= 824 — 84; 


ce qui est encore impossible, puisque le second membre 
est réel. s 

Le cas que nous avons examiné en dernier lieu est fort 
remarquable ; car, bien qu’alors les trois racines de l’é- 
quation du troisième degré soient réelles, la formule de 
Cardan présente leurs valeurs sous une forme compliquée 
d’imaginaires : et si, pour faire disparaitre ces imagi- 
naires, on cherchait à mettre les radicaux cubiques qui en- 
trent dans la formule de Cardan sous la forme A+ BY— 1, 
on trouverait que Îles quantités À et B dépendent d’une 
équation toute semblable à la proposée. L’équation 
en À, par exemple, auraït ses trois racines réelles, et 
l’on trouverait, par conséquent, une expression de A 
également compliquée d’imaginaires. C’est pour cette 
raison que le cas dont il s’agit ici a été nommé Île cas &- 
réductible. 

La formule de Cardan ne peut donc servir à la résolu- 
tion numérique de l'équation du troisième degré que si 
une seule racine est réelle. Mais dans Le cas irréductible, 
l'équation se résout très-simplement en faisant usage des 
lignes trigonométriques. Si l’on pose, en effet, 


q° D* mr ‘ 
Dr SIN ©, —T—,cosv, 
w 


4 27 
la quantité p et l’angle w se trouveront déterminés par les 
formules 


ak 


EAN 2 
p— V4 P y COS UE 
27 sp 








27 
| 13 
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et la formule de Cardan donnera 
3 Per DRE ESS 3 aus tours 
æ = Vb (RAS HV 1 sino + Vcosw — De k 


LE = mes 
Ve désignant une quantité réelle. On a d’ailleurs 


3 





| a Re o + 24r ——, 42/7 
Vcoso + V—1 sino = cos —— + ÿ—1 sin rt 
3 . 

/ =", w + 2 Àr . o+2Ékr 
Vcoso — V1 sine = cos —— — Vi LAURE 


où k a l’une des trois valeurs 0, 1, 2. On doit donner à À 
la même valeur dans ces deux formules, car il faut que le 
produit de leurs premiers membres soit réel ; on aura 


donc 
# wo + 2 fr 
x = 2 Vp cos ——— ; 


S 


et les trois racines de Péquation seront 


AE , 
ax Fa , > Ve cos rs 





ne 8 
2 Ve cos = » 2 Ve cos < 


On pourra, dans chaque cas, calculer par logarithmes les 
trois racines dont nous venons de donner l'expression. 


Méthode de Lagrange 


Considérons l’équation complète du troisième degré 
(1) 2x + Pr + Qr+R—o, 


et désignons par æi, X2, x, ses trois racines. D'après la 
théorie exposée dans les onzième. et douzième lecons, 
on pourra déterminer les valeurs des racines #,,%2,%3, si 
l’on parvient à connaître la valeur d’une fonction quel- 
conque de ces racines, tellement choisie cependant, que 
les six valeurs qu’elle peut prendre par les 1.2.3 permu- 
tations des lettres x, x,, #4 soient différentes. La mé- 
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thode de Lagrange, que nous allons exposer ici, consiste 
à déterminer directement la valeur d’une fonction linéaire 
des trois racines, telle que 


(2) t— x, + Ar: + Bx,, 


où À et B désignent des constantes quelconques, et à dé- 
duire ensuite de cette fonction l’expression des racines 
elles-mêmes. | 

Si l’on fait subir aux lettres x, x, x, toutes les per- 
mutations possibles, on aura les six valeurs suivantes de 
la fonction ! : 


jt = x + Ar, + Bzr,, 
t, = x; + Ar, + Br, ù 
ls = La + Ar; + Bx,, 
Ha he AG Br. L 
bi =: + Ar... + Bx;, 
te = X, + Ar, + Bx,, 


*et cette fonction t dépendra de l'équation du sixième 


degré 
(4) (t—t)(t—r)(t—t)(t—t4)(t—4)(6— 46) =o, 


qui pourra être résolue à la manière des équations du 
second degré, si l’on peut disposer des constantes indé- 
terminées À et B, de façon qu’elle ne renferme que la 
sixième et la troisième puissance de #. I] faut et il suñlit, 
pour qu'il en soit ainsi, que, t{ désignant l’une quelconque 
des racines de l’équation (4), « une racine cubique ima- 
ginaire de l’unité, at et.«?& soient aussi racines de l’équa- 
tion (4): Voyons si cette condition peut être remplie. 
D'abord zf, et «°t, ne peuvent être égaux ni à #,, ni à 4,, 
ni à#,, car autrement on aurait « — 1; il faut donc que 
lon ait 
PAPER  ÉLUONG UEEUr, 





D bai ee 1 
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ou 


ali tie MC: lis 
L 2 


Ces deux dernières équations équivalent aux précédentes, 
puisque rien ne distingue les racines & et «° l’une de 
l’autre; nous adopterons les dernières, et comme elles 
doivent avoir lieu, quelles que soient x;, x:, x, nous en 
déduirons les valeurs suivantes de A et B, 


ARR ve 


Il arrive alors que À et B ayant ces valeurs, on a aussi 





[e 4 lb ne # , at; 2, le , 
sf . ; * 
en sorte que si l'on prend pour valeur de 


[= ti Fat: +, 


l'équation en { aura pour racines e 


et sera , par consequent, L 


(É—4)(É—E)—0, 


(5) to — (HE) HAE — Oo, 


en faisant 
6 LL Hart: + ax, 
( 
b=X, + ax, ax. 

LA 
Lorsque les valeurs de #, et t, seront connues, celles de 
Li, L2, À le seront aisément; on a, en effet, 


(7) Put, Hit: TE 
et en ajoutant les équations (6) et (7), il vient, à cause 


de °° +a+i—=o, 


{ Ô) | LES ur de LL: be £ 
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Pour avoir x, il faut ajouter les trois équations (6) 
et (7), après les avoir multipliées respectivement par &, 
a et1; on à ainsi 
— P+oé, + af, 
(9) HE. 3 : 


et enfin on obtient la valeur suivante de x;, 
 —P+at+ or, 

(10) RE DE ds à 

en ajoutant les équations (6) et (7), après les avoir respec- 

tivement multipliées par &, a* et 1. 

Tout est donc ramené à résoudre l'équation (5), qui 
est alors une réduite ou une résolvante de l'équation 
proposée. Cherchons d’abord à exprimer les coefhicients 
de la résolvante par ceux de- l'équation proposée, ce qui 
est possible, puisque ces coefhcients 4? + £? et 11; sont 
des fonctions symétriques des racines de l'équation pro- 
posée. 

Si l'on multiplie les deux équations (6), et qu'on ait 
égard à la relation &? + à +1 = 0, il vient 

5. 4e — "x? HDi RS — Lila — Li dy — Lily 
= (ai + do + 2) — 3 (ris + dits + did); 
et, par conséquent, 
(11) tt: = P—30Q; 


si, enfin, on ajoute les deux équations (6), après les avoir 
élevées au cube, on a 

Hé = 2x Br, +zi) 
— (rit, Fax Ha ds + ri ti ds + Lit I22, dr; 
— 3x; + x; +w;) — (x + 2 + M + 18722: 
= — 2P°+ 9PQ —27R, . 


la résolvante (5) devient donc 
5 (— 25 + 9PQ— 27R)6 + (P° — 3Q) = 0. 
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En posant 
PPS 0 


elle se réduit à l’équation du second degré 
9°—(—2P3+ 9PQ— 27R)9 + (P'—3Q}) — 


et, en appelant. 6, et 6, les deux racines de cette équation, 
on devra faire 


vw 3 3 
Pe = Ve, s Li — V9. ; 
+ . 


les équations (8), (9) et (10) deviendront alors 


ee UE V2 + V5. 
ZT; CFA DAT on 2 


. - 3% #1 
UT RE Ne: PEUR, 
Peel 


3 


22 g 3,48: 
D P+ @ÿ0 # «7 V0, 


9 3 fi ; 
on prendra pour V8, l’une quelconque des trois valeurs 
de ce radical, mais la même dans les trois formules : 
i n 3 ; 
quant à l’autre radical ÿ8 2, Sa valeur est déterminée 


quand on a fixé celle de Va; car l'équation (11) nous 
donne à 


Vhis0, — RP? — 30. 


1} suit de là que les trois racines pourront être représen- 
tées par la CAE RE | 


= — 





+ a+ Ve + Ve 
. | 


QUINZIÈME LEÇON. 199 
qui a trois valeurs et pas davantage, si l’on considère que 


Vu + 410 Er Q 
V8, y est mis, pour abréger, à la place de ee —_—. 


| vo 
Comparaison des deux méthodes précédentes. 


La méthode de Lagrange, que nous venons d'exposer, 
est moins simple que celle de Hudde; mais elle est plus 
directe. Toutefois ces deux méthodes fournissent la même 
résolvante, et nous aîlons voir qu'on est naturellement 
conduit à la méthode de Lagrange en étudiant à fond 


celle de Hudde. 


Reprenons l'équation générale du troisième degré 
(1) a + Pr? + Qx +R — 0. 
Pour appliquer la méthode de Hudde, 6n commence par 
faire disparaître le second terme, en: posant 
E LA 

TV — FE. + Æ s 
ce qui ramène l'équation à la forme 
(2) "a+ pa Æ q = 6; 
on pose ensuite 

1. P 


et l’on obtient enfin cette résolvante 


ST se ; 
.6 232 40 : | | 
(3) JT Y# T7 nn. 


Cela posé, si y, désigne l’une des, trois racines cu- 


theme 


, À a L > 
biques de — Sets ve gt : y» celle des trois racines 
2 Æ api) 
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——————————_— 


cubiques de — 7 — hi ui, multipliée par y 
-U91q 3 4 27° ) P Par Yi 


donne pour produit —E, les six racines de l’équation (3) 


sont è 
TS ANT IL PAIN is AT TE 


et celles de l'équation (2) ù 
Ph Yom haa Vos MX Ya a Ts 


par suite, en appelant x,, x,, x, les trois racines de 
l'équation (1), on a 


15 
sédiue. DU au LU: ne à 

EP | 
Lo mr LES 3 —+- ER + AY 2 « 

P ; f 
Ar 4e A OV Fe Ve 


Si l’on ajoute ces équations, après les avoir respective- 
ment multipliées d’abord par 1, &, «°, puis ensuite par 
1, æ?, «, il vient 





On voit par là que la méthode de Hudde revient , au fond, 
à former une résolvante en y dont la racine ait pour valeur 


T; + (e 49 er A 
JT — s 
et que cette résolvante ne difière de celle de Lagrange 
que par le facteur 3 qui divise les racines. 


2 
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Méthode de Tschirnaüs. 


' 
Nous avons déjà eu l’occasion de mentionner la mé- 


thode générale de Tschirnaüs, pour faire disparaître d’une 
équation autant de termes que l’on veut. Il en résulte 
une méthode pour la résolution des équations du troisième 
degré, ainsi que nous en avons déjà fait la remarque. 
Les calculs qu’exige l’application de cette méthode sont 
plus simples, si l’on a la précaution de débarrasser d’abord 
l'équation proposée de son second terme. 

Soit l'équation 
(t) LU PT + ga; 
et posons , conformément à la méthode de Fschirnaüs, 

» 

(2) Ty=a + bx + x, 

Si l’on élimine x entre les équations (1) et (2), on ob- 
tiendra cette équation en y, 


(3) TPE IR O0), 


où l'on fait, pour abréger, 


A——3a+2p, 
B— 34 — 4 pa + pb! + 3qb + p!, 
C—=— a+ 2pa— p'a — pb'a — 3 qha + qb° + pqb — 9°. 


Quant à la valeur de x en fonction de y, on peut la 
ürer de l’équation du premier degré en x, que l’on ren- 
contre nécessairement dans le calcul de l'élimination de x 
entre les équations (1) et (2) ; on trouve ainsi 
(4) a a Le EE 

MAT OT WP) 
Enfin, on déterminera & et b de manière que l’on ait 


AE, B=0. 
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Comme ces équations sont, l’une du second degré, l’autre 
du premier entre a et b, on trouvera facilement les va- 
leurs de a et b ; l’équation (3) donnera alors 


y =V—C; 


et l'équation (4) fera connaître les trois valeurs de x. 
Cette méthode, fort simple au point de vue théorique, 
conduit à des calculs très-laborieux. 


Méthode d’Euler. 


Nous nous bornerons à mentionner cette méthode, qui 
rentre, au fond, dans celle de Fschirnaüs. Elle consiste 
à éliminer y entre deux équations de la forme 


ay +by+c=x, deep IE 


et à identifier l'équation finale en x avec l’équation pro- 
"à r e 1 e ps 

posée, dont la résolution s’ensuivra évidemment. On peut 

disposer, à volonté, de la valeur de l’une des indéter- 

minées a, b,c, d; on peut faire, par exemple, & = 1 ou 

d=1. 
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Des équations dû troisième degré dont deux racines peuvent s'exprimer 
rationnellement en fonction de la troisième et des quantités connues. — 
Étude d’une classe étendue d’équations numériques du troisième degré, 

_ qui possèdent une propriété remarquable. 


Des Un du troisième deg oré dont deux racines 
peuvent s'exprimer PSS Ra A en fonction de 
la troisième et des quantités connues. 


Considérons l’équation du troisième degré débarrassée 
du second terme 


(1) LH pr + q—=O, 


et dans laquelle p et q désignent des fonctions ration- 
nelles de quantités quelconques qu'on regarde comme 
connues. On peut, comme on va voir, exprimer, dans un 
cas assez étendu, deux quelconques des trois racines de 
l'équation (1) en fonction rationnelle de la troisième et 
des quantités connues. 

Désignons par y et z deux quantités ayant pour produit 


— et dont les cubes ont respectivement pour valeurs 


LEE 


PE Le ue ea ds Se 
I Fr UN Fes 


soient aussi « et 6 les deux racines cubiques imaginaires 
de l’unité : les trois racines +, x,, x, de l’équation (1) 
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ont pour valeurs 


| L'—= ÿ+- 2, 
(3) X, =uy. + 63, 
| Z =6Y +az, 


ainsi qu'on l’a vu dans la dernière leçon; of a d’ailleurs 


IV, Fam. Ve 
2 2 


par suite, les valeurs de x, et x, deviennent 
J+s 7 
in eR he as Arr 
2 2. 


Î 


T; 


(4) 


D — 


PR Pl M EE © 
32 2 


ou , à cause de la première des équations (3), 





CEE RUE EE 


2 2 
(5) 
T at VE UE 
= —T 7-3 


On voit, par là, que x, et x, sont exprimables en 
fonction rationnelle de x et des quantités connues, si 
la différence y — z l’est elle-même. 

On à , par les équations (2), 


+= — 4, ps \/r+1 


pue 
‘ $ 
27 
et, par hypothèse, 





JI= — 


d’ailleurs 
Au Y° ar if y ER 


Hz + (y +z) — 72 L 
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donc. ; ; 


4 p° 
2 ARE 
V + be 


? 

MEL 
T° — 
FF 3 





Ÿ ii 


portant cette valeur de y—z dans les équations (5), 1l 
vient 


: En Lt 2 
2, V—ép2d, 


TZ — 





2. 2(3x° + p) 
. 2 V—Ap—-2. 
UD NT 9 

2 2(3x? + p) 


d’où il résulte quex, et x,s exprimeront en fonction ration- 
nelle de x et des quantités connues, si VŸ — 4 pŸ — 929 q° 
est lui-même exprimable en fonction rationnelle des quan- 
tités connues dont p et qg dépendent. 

On peut simplifier les précédentes expressions de x, 
et x,. Nous ferons d’abord 


(6) &p+27g = —7r;, 


\ 


r pouvant être réel ou imaginaire ; et remarquant ensuite 
que x doit satisfaire à l'équation (1), nous remplacerons 


: y DT + Q 
dans les valeurs de x, et x,, x° par CHARTS on aura 
ds 
ainsi 
mx 
ÉD E  Le fe 
| 2 _2(3q +2px) 
d 4 
He eu 


> T2(3g + 2pr) 


Comme ces deux formules se déduisent l’une de l’autre 
par le changement de ren —7, les valeurs de x, et +, 
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seront toutes deux comprises dans la formule unique 
. + bi A A 
X = ——- + Es os + PCR 
. 2 | 2(8q + 2px) 
(7) k ‘ 
_—2pr?+(r—3q)r 
rai 2(3q + 2px) 6 


où l’on remplacera r successivément par ses deux valeurs 
tirées de l’équation (6). , 

X° est une fonction rationnelle non entière d’une ra- 
cine x de l'équation (1); on pourra donc, par l’un des 
procédés indiqués dans la deuxième lecon, mettre sa valeur 
sous la forme d’un polynôme du second degré en x. * 

Pour cela, on divisera d’abord le premier membre de 
l équation (1) par 39 + 2 px, et: l’on sera conduit ainsi 
à l'égalité suivante : 


Sp (x° + pr +q)= (2 px + 3q) (4p'x° — Gpqx +4p*+94°) 
— q(&p +27gq")=%, 
d’où l’on tire 


| 


=. qr” - 
3q apr = She TRE EE RES 
q Px 4p° x — Gpqx + À p° + 9q° 


et la valeur de X, donnée par l'équation (5), sera alors 


oc L ARE Le 3q)x]{[4p°r* —6pqzx + 4p°+94°|, 


2 qr° | 
1 [Spa — pra +.(8pi + 6pqr)x’ |. 
Mere | — (4p° +9g)(r—39)z F 
enfin on chassera de cette expression de X#r'cettx 
à l’aide des équations 








LT PE de = — PL MR, 


et l’on aura 


(8) Xi = — [(6pr#— (09 q + r)x + 4 p']. 


L' 


SEIZIÈME LEÇON. 207 

Telle est la formule la: plus simple par laquelle on 
puisse exprimer deux racines de l'équation (1) en fonction 
rationnelle de la troisième et des quantités connues, 
lorsque r est une quantité rationnelle. 

Mais on peut aussi, comme nous l'avons remarqué 
dans la deuxième lecon, mettre cette valeur de X sous 
forme d’une fraction ayant pour numérateur et pour dé- 
nominateur un binôme du premier degré en x. 

Pour cela, on divisera le premier membre de l’équa- 
tion (1) par 6px°—(9q+r)x+4p*, après l'avoir préa- 
lablement multiplié par 36 p° pour éviter les dénomina- 
teurs; on trouvera pour quotient 


« 


Gpx + (9q +r), 
et pour reste 
2r(9qg—r)x—{4p'r, 


en ayant égard à l'équation (6). On aura donc 
36 p° (x°+ px + q) 
= (6px?— (99 +r)x + 4 p|[6px + (94 +r)] 
+ [2 r(9q — r)x — pr", 

et par conséquent 


— 29q —r)æ-FA4ptr. 


. = dent À 2 — 
Opr (99 +r)x+4p PE PE 


la valeur de X sera donc 





(gr /)e 2 p à 
s EU ie a 
(9) 6 px +(9q+r) 


Si p et 4 désignent des quantités numériques déter- 
minées , et que la quantité 4 p° + 27 q° = — r° soit néga- 
«tive, ce qui est la condition nécessaire pour que l’équa- 
tion (1) ait ses trois racines réelles, les deux valeurs de r 
seront réelleset de signes contraires; en désignant donc 
spécialement par r celle de ces deux valeurs qui est posi- 
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üve, on aura les expressions suivantes des deux racines æ 
et x, en fonction de la troisième x 

— (09 1)e +2p° — (99 +r)x+2p? 
(10) Li —= FE LÉ Te Li —= GR Ta Er 
. px +(9q+r) px +(94=r) 
Nous allons faire, dans ce qui va suivre, une aPpRSAt On 
assez importante de ces formules. 


Étude d'une classe étendue d'équations numériques du 
troisième degré, qui posséder une propriété remar- 


-quable. 


Si l’on développe en fraction continue, conformément 
à la méthode de Lagrange, les troïs racines x, x, x, de 


l'équation 


L — LTÉE O , 


on trouve 


I T 
asie Apt 


I 
e 2 2e 








I 
ren = 
4 J 


y désignant la racine plus grande que 1 de l'équation 
VAR ADD) Y + AE OS 
en sorte que les trois fractions continues, dans lesquelless 


se développent les racines x, x,, 4,, se terminent par les 


mèmes quotients. 
Cette propriété curieuse de l'équatjon que nous venons 
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de considérer a été remarquée depuis longtemps, mais 
c’est tout récemment que M. Lobatto s'est proposé, le 
premier, de trouver quelles sont les équations du troi- 
sième degré, à coefficients commensurables , qui possèdent 
cette propriété. Ce géomètre a complétement résolu la 
question, pour les équations de la forme 


ls DT 22 es pre A 


dans un Mémoire qu’il a publié dans le tome IX du Jour- 
nal des Mathématiques pures et appliquées de M. Liou- 
ville. Nous suivrons à peu près la marche qu'il a indiquée. 

Si une équation du troisième degré, débarrassée du se- 
cond terme , a ses trois racines réelles, le coefficient de la 


première puissance de x est négatif; nous considérerons 
donc l’équation 


(1) Ti PTE { — 0) 


et nous supposerons p et q positifs et commensurables (le 
cas de g négatif se ramènerait à celui de 4 positif par le 
simple changement de x en — x), en sorte que l’équa- 
tion (1) aura une racine négative et deux racines positives. 
Nous désignerons par — x la racine négative, par x, et x, 
les deux racines positives, et en faisant 


(2) r= + V4 ps — 299! 


on déduira des formules précédemment établies, par de 
simples changements de signes, 


OCT me 74 (99 +r)x + 2p° 
(3) D © 0 go EL, 
6 px + (99 +r) 6 pr + (99 — ae 


Supposons maintenant que les fractions continues qui 
représentent x et x, soient terminées par un même 
quotient complet y; d’après les propriétés des fractions 


14 
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continues, On aura, pour + et x, des valeurs de la forme 
suivante : 
(4) RASE MO a PRE 

N'y + M’ Q'> + P’ 
M,N,etc., étant des nombres entiers positifs assujettis à 
vérilier les équations 


* 


(6) NMI-MNEESEEIT, OP PO" = =, 
De la première des équations (4), on tire 


L,° MM 
PATENT de TN 


et, en portant cette valeur de y dans la seconde, il vient 


Ax + B 
À'x +AB'° 


@) RE 


en faisant, pour abréger, 
A — PN' —QM, B—QM —PN, 
A PIN — Q'M, : B—QM— P'N; 
d’où l’on déduit aisément 
(9) -AB/.—BA/— (NM — MN’) (QP' — PQ’) =—Hr. 


Les valeurs de x,, données par les équations (3) et (6), 
doivent être identiques; car, s’il en est autrement, en éga- 
lant ces deux valeurs de x,, on aura une équation du se- 
cond ou du premier degré à coeflicients commensurables, 
ou du moins qui ne contiendront que le radical r: cette 
équation, après qu'on y aura changé x en — x, aura, 
avec la proposée (1), une ou deux racines communes, et, 
dans l’un et l’autre cas, le premier membre de léqua- 
tion (1) admettra un diviseur linéaire commensurable ou 
ne contenant que le radical r. Si ce diviseur linéaire*est 
commensurable, l'équation proposée (1) aura une racine 


LU « = 
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commensurable. Si ce diviseur contient le radical 7, et 
que r soit incommensurable, l’équation proposée (1) aura 
une racine de la forme & + 6r, elle admettra donc aussi 
æ—6r pour racine, et la troisième racine sera alors com- 
mensurable; d’où il suit que si l’équation (1) n’a pas de 
racine commensurable, comme nous le supposons évi- 
demment dans cette recherche, les deux valeurs de x:, 


données par les équations (3) et (6), sont nécessairement 
identiques: on a donc 
— ÉTAT 
(8) 2 PR LR AU A 1 
x LA Be Mu rNR 
1 


On peut déterminer aisément la valeur À commune à cha- : 
cun de ces rapports. On tire, en effet, de ces équations (8) 


X(AB'— BA')=—= — 4r'; 
et comme AB’— BA’ doit être égal à æ 1, il faut qu'ici 
AB'#- BA'— —1, et }— 47, 


d’où 
i— Hor 


—— , 


et même À — 2r, à cause que les fractions (8) sont évi- 
demment positives: les équations (8) donneront alors 
q—7rT D}: A Gp q+r 
À ———- ÂÀ , ea B , pe A’ 9 — 


ue > > —,P. 
27 2 | DIT 27% 


Donc; pour que les deux racines — x et x, de l’'équa- 

tion (1) se terminent par les mêmes quotients incomplets, 
. ! 

il faut que 





0) SAS à nl un lou 
(9) =. 0 

7 27: 27 DNE 
soient des. nombres entiers; ce qui exige, en particulier, 


que r soit commensurable, puisque p et q le sont par 
hypothèse. 


14. 
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On serait arrivé exactement à la même condition si, au 
lieu de considérer les racines — x et x, on eût pris 
— x et Lo. 

Je dis maintenant que les conditions que nous venons 
de trouver sont suffisantes, et que, si les quantités (9) 
sont des nombres entiers, les trois racines de l’équation (1} 
étant développées en fraction continue, se termineront 
toutes trois par un même quotient complet. 

Posons 





—7r 2 p°? 6 r 

(19) MT A. P — Ne nat DRE RE 

or 27. or or 

ta 
les formules (3) deviendront 
Az + BR Br + B 

(us) ne SET, EP 

| ÀA'x + B A'x + A 


les équations (10) donnent d’ailleurs 
(12) AB’ — BA'=— —r, 


et, par hypothèse, À, B, A’, B' sont des nombres entiers. 
Cela posé, pour établir la proposition que nous avons 
en vue, nous commencerons par démontrer le lemme 
suivant. | 
Leume.— S3 À, B, A, B' sont quatre nombres entiers 
tels, que AB, AB, et qui satisfont à la condition 
= AB = BA ——+:, 
« de . 1UB RFA 
on pourra toujours considérer les fractions pr 7 comme 
deux réduites consécutives d’une même fraction continue. 


Réduisons, en effet en fraction continue, et arran- 


%A/ 
geons-nous de manière que le nombre des quotients soit 
pair ou impair, suivant que AB'— BA est égal à +1 ou 
à —1. Cela est toujours possible; car on peut, si on le 
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Juge à propos, diminuer d'une unité le dernier quo- 
tient obtenu, et prendre un quotient de plus égal à 1. 
Formons les réduites de cette fraction continue, et dé- 


; Mas ;. TEE | 
signons par l’avant-dernière , c’est-à-dire celle qui 


LA ‘ A 

précède 57° On aura 
AM'— MA’ = Æ 1 = AB’ — BA, 
et, par conséquent, 
A(M' — B')— A’[M —'B). 
Or Je dis que cette dernière égalité exige que l'on ait 
M = B, M = B'; car si cela n'avait pas lieu, À, qui di- 
vise le premier membre de l’équation précédente, divi- 
serait aussi le second, et comme il est évidemment pre- 
mier avec À, il diviserait M— B, ce qui est impossible, 
puisque M et B sont tous deux moindres que A. 
. A B |} 

Il suit de là que l’on peut supposer que p ‘St l'a- 

vant-dernière réduite de la fraction continue dans la- 


» A , » 
quelle se développe we N otre lemme est donc démontré. 


Revenons maintenant au théorème qu'il s'agit d’éta- 
blir (*). 


Si l’on a à la fois 
AB, ART SERRE 1, 


il est évident, d’après la première équation (11), que x 
sera un quotient complet dela fraction continue dans la- 
quelle se développe x, ; car, à cause de l’équation (12), si 


/ 


, AS » A + " . 
l’on fait le développement de =; en fraction continue, on 


{*) Le Mémoire de M. Lobatto renferme quelques inexactitudes, qui 
pourtant n'infirment en rien les conelusions de l’auteur. 
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aura, par exemple, 
A I B 


I 
j BE LE | AL 





I 6 " 


YT 5? 


et, d’après les propriétés des fractions continues, 





Supposons que l’on n’ait pas à la fois À > B, A’ > B', 
mais que æ soit > 1, et posons 


L = A - _ 
a étant le plus grand entier contenu dans x, la valeur 
de x, devient é 
(Aa +B)z+A  Cz+A 
aa Be A Cet 


ici l'on a évidemment, a n'étant pas nul. 


Gr Aer M 
et 
CA'—AC— +1, à cause de AB'— BA'= —: ; 


d’où il résulte, évidemment, que z sera un quotient com- 
plet de la fraction continue dans laquelle x, se développe. 
Cette conclusion est.en défaut si & est nul; car alors la 
valeur x, est- 
| Bz + A 
RnB A 
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et 1l se peut qu'on n'ait pas à la fois B > À et B'>> A’ 
Posons alors 
1 
D b + —) s 
u 


b étant l’entier le plus grand contenu dans z; on aura 


« (Bb +A)u+B Du +B 


“wir (bo PATLER | D'u+B'° 
Comme à ne peut être nul, on a évidemment D > B, 
D' > B'; d’ailleurs DB'— BD'— —1, donc « sera un 
quotient complet de x1. 

Il résulte de ce qui précède que l’un des trois premiers 
quotients complets de la racine négative — x sera néces- 
sairement un quotient complet de la racine positive x, 
et par conséquent aussi de la racine x, car tous nos 
raisonnements s'appliquent à x, qui se déduit de x,, en 
changeant À et B’ l’un dans l’autre. 

Formation des équations qui possèdent la propriété 
précédente. — Nous allons former les équations qui pos- 
sèdent la propriété que nous venons d'étudier. | 

I s’agit des équations de la forme 


TANT 9 0, 
et qui sont telles, qu'en posant 


RE" 4 p° — 27 q° 


on ait 

(1) 99—r=2rA, 
@) Par, 
(3) GptÆrA”, 
(4) (ga +n—2rF, 


À, B, À”, B’ étant des nombres entiers; et 1l en résulte 


(5) AB'— BA = —1. 


es 


216 SEIZIÈME LEÇON, 

L'équation (5) étant une conséquence des quatre pre- 
mières, nous pouvons nous borner aux équations (2} (8Y 
(4), (5), et mêmg substituer aux équations (1) et (4) celles 
qu'on en déduit par addition et soustraction, savoir : 


99 =7r(A+B'), B'—A—7r, 


De ces dernières combinées avec les équations (2) et (5), 
on tre 





(Oo) B'— À +1, 

qe p — A'+A+HI 

7 ee 

(O) = nr T; 
AG 

(9) | PET 


Dés équations (8) et (9) combinées avec l'équation 
= 4p° — 29 q°, on tire 


__9(24A+1) +27. 
SR 


par suite, les équations (8) et (9) donnent 


g Em CA APT SONT 


? 


4 A’: rs A’? 
__ (2A+1) 3(24+1)  24°+3A7+ 3A +1: 
LA TR A TS à WP ie 


Dans ces formules, A peut être considéré comme un 
nombre entier absolument arbitraire , et A’ n'est assujetti 
qu’à la seule condition de satisfaire à l'équation (7), c'est-à- 
dire de diviser A°+A+1 

I résulte de à que les équations du troisième degré 
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dont nous nous occupons ont la forme générale que voici : 


AE A SI 2 AS. 473 A LS MANEENT 
a ———  ù PRE ER EEE EE Le LR Be NT 


Lo 3 A’2 A'5 PE ? 


. 
À désignant un nombre entier quelconque, et A’ un divi- 
seur quelconque de A°+A+71. L'équation x°—7x+7—=0 
se déduit de cette équation générale, en faisant A — 4. 
UT 

M. Lobatto s'est borné, dans son Mémoire, à l’étude 
des équations du troisième degré débarrassées du second 
terme. On arriverait à des. résultats plus étendus, en 
considérant les équations complètes; car on comprend 
qu'une équation complète puisse posséder la propriété 
que M. Lobatto a étudiée, et ne pas la conserver quand 
on l’aura débarrassée de son second terme. Cette exten- 
sion des recherches de M. Lobatto ne présente aucune 
difficulté, car l’équation la plus générale du troisième 
degré peut être mise sous la forme 


(&— a) Hp(r—a+q=0, 


et l’on peut aisément exprimer deux racines en fonction 
rationnelle de la troisième, en se servant des formules 
que nous avons établies précédemment. Ces formules fe- 
ront connaître ensuite les conditions pour que les frac- 
tions continues dans lesquelles se développent les trois 
racines puissent se terminer par les mêmes quotients 
incomplets : il n'y a qu'à employer des raisonnements 
tout semblables à ceux que nous avons faits; mais je crois 
devoir me borner, ici, à cette simple indication. 
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Résolution de Péquation générale du quatrième degré. — Méthode de 
Louis Ferrari, — Étude de la résolvante. — Méthode de Lagrange, — 
Méthode de Descartes, — Méthodes de Tschirnaüs et d’Euler. 


Résolution de l ‘équation générale du quatrième dégré. 


Nous allons exposer, dans cette leçon, les principales 
méthodes connues pour la résolution de l'équation géné- 
rale du quatrième degré. | 

Méthode de Louis Ferrari. 

La méthode la plus simple pour résoudre l'équation 
du quatrième degré, est aussi la plus ancienne; c’est celle 
de Louis Ferrari : elle consiste à faire en sorte que les 
deux membres de l'équation soient des carrés, et elle ra- 
mène par suite la résolution de l'équation du quatrième 
degré à celle de deux équations du second. 

Soit l'équation 
(a) LÉ pa + qu + PE + SO; 
en ne conservant dans le premier membre que les deux 
premiers termes, elle devient ù 
DIE Da == NA TA) 


0 
y 


et, en ajoutant aux deux membres ah afin que lé pre- 


mier membre devienne un carré, 

f 0] f 9 . 
; ) F 2° , ’ 
(2) (= + Lx) = ee — 4) L?— TX — 5. 

2 4 

Mise sous cette forme, l'équation proposée se résoudrait 
immédiatement, si le second membre était un carré; 
car il suffirait alors d'extraire la racine carrée des deux 
membres, et équation ne serait plus que du second degré. 


(3 


L 


(S) 


) (a +a +1) LE (—< +y) DIE (Br)e+ (Ds) 
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C’est à ce cas très-particulier que la méthode de Ferrari 
ramène tous les autres. 
Désignons par y une quantité indéterminée, et ajoutons 
aux deux membres de l’équation (2) la même quantité 
Ë 1 5 :) a ce 
2 Â 


il vient 


/ 
Maintenant, déterminons y, de manière que le second 
membre de l’équation (3) soit un carré. Il suffit, pour 
cela, que l’on ait | | 
F2 ) = p' ï 
——r) = | — ?— hs 
ne TE ( pe 1.5 PANNE BP 


ou 
(4) — gr + (pr —4s)y —s(pt—4g)—r— 0; 


* 1° . , . 
_et si l’on connaît une seule racine de cette équation en y, 


la résolution de l’équation proposée (1) s’ensuivra immé- 
diatement, car l'équation (3), qui est la même que (1), 
peut s’écrire comme il suit : 


Y 
HERO 


CIRE à —=O, 
a+ 


et se décompose dans les ds suivantes, qui sont du 
second degré, 


{ 





26. PAP: | OI LA 
His) (7 ver)] + L 











LE 
P /p°? : 5 
s (EE les Par 2 ————— = 0. 
L 4 2 / p° 
2 — — 4 + 
V7 Ras! 
AN AFS ES PY 
r° P Îpr | y NE FLE 
La dqus + TR Cr NT, à ; P 
+(£ Ve ASP ART DT TT à eo 
| AT QE 
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L’équation (4), qui est du troisième degré, sera done 
ici la réduite ou la résolvante de l'équation (1). Nous 
avons vu qu'on peut exprimer par radicaux les racines 
de lPéquation générale du troisième degré , il s'ensuit que 
l’équation du quatrième degré jouit de la même propriété, 
car les équations (5) permettent d'exprimer les quatre 
racines de l'équation (1) en fonction des coeflicients et 
d'une racine quelconque y de la résolvante. 

Exempze. — Considérons l'équation 


x + ai— 4x — Âx +1=o, 


dont les racines ont pour valeurs absolues le côté et les 
diagonales du polygone régulier de trente côtés inscrit 
dans le cercle de rayon r. La résolvante (4) sera ici 


YS+AY — 87 — 33 = 0, 


et a 





3 pour racine; l'équation proposée se décompose 
alors dans les deux suivantes : 


Asus EU (==) AS 


2 2 


[= 2 
— 1] e 5 
Dee | (ea) — à 


et, en général, en appliquant la méthode de Ferrari à 
une équation du quatrième degré à coefhicients commen- 
surables dont les racines ne doivent pas contenir, dans 
leur expression, de radicaux cubiques, on arrivera tou- 
jours à une résolvante qui aura une racine commensu- 


rable. | 
Étude de la résolvante. 


. Q 27 
Nous venons de voir comment les quatre racines de l’é- 

quation proposée peuvent s'exprimer à l’aide d’une seule 

racine de la résolvante: nous allons étudier à son tour 
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cette résolvante, et examiner de quelle manière ses ra- 
cines sont formées avec celles de la proposée. 

Désignons toujours par % une racine quelconque de la 
résolvante, et par 21, 72, x3, x, les quatre racines de 
l'équation proposée, savoir, par x, et x, celles qui appar- 
tiennent à la première des équations (5); par x, et x, 
celles qui appartiennent à la seconde. On aura alors 








D 
v 2 
Rupee 9 
2 
d'ARLE 
DY 
Eee 
2 
ie = 
2 P? 1 


+) 
n q 


JS = Lite + MT. 


et, en ajoutant, 


La résolvante a donc pour racine la fonction 
Ti Li + A3, 


des quatre racines de la proposée, qui n’a effectivement 
que trois valeurs, quand on y échange les racines les unes 
dans les autres de toutes les manières possibles. 


ea /F o+r — +) 
t° p° ) 
== —{——  — 09 |: 
Je % ( 1 }» 


la résolvante en y se transformera dans une équation 
en {, qui sera du sixième degré, mais qui ne contiendra 
que des puissances paires de #. Cette équation ne sera pas 
plus difficile à résoudre que l’équation (4), et on peut la 


Posons 


d’où 
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prendre pour résolvante à la place de cette dernière. Les 
équations (5), dans lesquelles se décompose l'équation pro- 
posée, deviennent alors 


m4 (et 7 Pr) + | = Gr) : 





” Fad 2 
6 2 2 £ be TT 
p—t on L (EP D Copa 
a+ CEE ET 
2 21145 Fa 
et l’on en déduira les quatre racines de la proposée, si l’on 
connaît une seule racine de la résolvante en ft. 
Les équations précédentes ont pour racines, la pre- 


mière, x, et x, la seconde, x; et x,; on a donc 





P F4 
Li + Li = 9 
ae: 
D 
et, en retranchant, 
t = T + Lo PS L'; Fe Li. 


Telle est l'expression de la racine de la résolvante en #. 
C’est une fonction linéaire des racines de:la proposée , 
qui peut prendre effectivement six-valeurs égales deux à 
deux et de signes contraires, par les permutations des ra- 
CINE US, le Li 


Méthode de Lagrange. 


D’après la théorie générale exposée dans les onzième 
et douzième leçons, on peut exprimer rationnellement les 
quatre racines de l’équation générale du quatrième degré 
par une fonction de ces racines telle, que les 1.2.3.4 va- 
leurs qu’on en déduit par les permutations soient diflé- 
rentes. Une pareille fonction dépend d’une équation du 
vingt-quatrième degré; mais nous venons de voir, par 
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l'analyse de la méthode de Ferrari, qu'il suffit, pour ré- 
soudre lPéquation du quatrième degré, de connaître une 
fonction des racines qui ait trois valeurs seulement , ou six 
valeurs égales deux à deux et de signes contraires. 

La formation à priori de l’équation dont dépend une 
pareïlle fonction des racines de la proposée, et la déter- 
mination subséquente de ces racines, constitue une nou- 
velle méthode due à Lagrange, et que nous allons actuel- 
lement exposer. 

Soit l'équation 
(x) Li FDA + Qu HR TX #5 —= 0, . 
et désignons par x, X, #3, %, ses quatre racines. La fonc- 
tion la plus simple de ces racines parmi celles qui ne peu- 
vent acquérir que trois valeurs est ,x; + x3X,3; posons 
donc 

V—= Lil + ads, 
et commencons par chercher la valeur de y, ou plutôt 
l'équation du troisième degré dont elle dépend. 

Soient y; V2, y» les trois valeurs que peut acquérir y, 
on aura 
VE Lilo FF Lai) Ve Lilas Loi, M3 = Lit Lola 
et l'équation en y sera 
(2) out © À + Jak Ts) + (71 TX + V2Y3)V —V V2 0! 

Les coeflicients de cette équation (2) sont des fonctions 
symétriques des racines de l'équation (1), et peuvent, par 
conséquent, s'exprimer par les coeflicients p, q, r,s. On a 
PH as (ile Lis + LL Æ Las + Did + M4) =, 

is EPA SEE UT | 
+ Le + rs + M) (ri ma rit Æ Li Lits LL) 
— À Xi X3@,%, = pr — 45, 
Mile La, 
X [ia +astr)— (rat +xx, Lol ots +sd) | 
Æ (aidits + Midi 2 mia, + mi} = S(p°? — 4 4) #7? ; 
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l'équation résolvante en y est donc 


GG) r— gr +ipr = 45)ÿ [5 (pt — 14) 0; 


Nous savons résoudre cette équation, qui est du troisième 
degré; voyons maintenant comment on obtiendra les va- 
leurs des racines x, Le, Ls, A. 

Soit y, une racine quelconque de Poe (3), on 


aura 
Li T2 + Li = Yi; 


d’ailleurs 
: LL X Lili —S; 


donc x, x, et x,x, sont les racines de l'équation du second 

degré 

(4) Z2—Y,324+5$5—=0O. à 

Soient z, et z, les racines de cette équation (4), on aura 
LB Li LA — 2; 


connaissant ainsi les fonctions x, x, et x; X,, on voit de 
suite qu'on doit en déduire rationnellement les sommes 
Li + Lo et Ls + Li, qui sont des fonctions respectivement 
semblables à xr,x, et x:x,. On a, effectivement. 


La Li (X + Lo) + Lido(rs + di) = — 7, 
ou 
Z2 (x: + T2) + Z (&: sn 4) = 1 
d’ailleurs 
+) +(n+e)=—p, 
donc 
ne PR 6e RP ER 
Zo — 3: 22 — Z: 


Connaissant x; + Xe et Li Los Ls + X et La X,, On for- 
mera deux équations du second degré, ayant pour ra- 
cines, la première, x, et x, la seconde, x, et x,, et le 
problème peut être considéré comme résolu. 
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On résout plus facilement l'équation du quatrième 
degré, en prenant une résolvante dont la racine soit une 
fonction linéaire des racines de l'équation proposée, 
ayant six valeurs égales deux à deux et de signes con- 
traires. 
Soit 
EP TIRls — li — Li; 
cette fonction, ayant six valeurs, dépendra d’une équa- 
tion du sixième degré : maïs parce que ces valeurs de # 
sont égales deux à deux et de signes contraires, l'équation 
s’abaissera au troisième degré, en posant 


22 —102 


On peut former directement l'équation en 8, puisqu'on 
connait la composition de ses racines ; maïs on peut aussi 
la déduire de la résolvante (3)en y. Il est facile, en effet, 
de voir que l’on a 

P—P +49 
LR RÉ , 


et la résolvante en 0 est 


5) D (3p 89) + (8p'—16p"q +169 +16pr— 6450 
— (p—4pq +8r) = 0: 

On pourrait exprimer les quatre racines æ,, %o, #3, «, 
de la proposée, à l’aide d’une seule des racines 0 de cette 
équation; mais on obtient des résultats plus simples en 
employant les trois racines. 

Soient 0, 0, 0, les trois racines de l’équation (5), on 
aura 


\ 


Li F2 3 — Ki —= Ve, 
(6) Ti Ts — Zn — 24 — V0) 


V0;; 


Î 


TI LÉ Lo — Ls 
d’ailleurs 


(7) Li Le + ds FE = — D; 
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et les équations (6) et (7), qui sont du premier degré, 
donneront les valeurs suivantes des quatre racines 


— p + V0, + Ve, + V0, 

her ; 
Â 

Cp Ve — Ve — Ve, 





DT G 
op yo + Ve, Ve 
TIN=—= ORNE En DIM 


Ra Hs y Ve. sé V0: + V0, 
Ces quatre racines peuvent être représentées par la for- 
mule unique 


8 24e PE de Ve + ve 

puisque chaque radical a deux valeurs égales et de signes 
contraires. Mais ici se présente une difliculté, car Pex- 
pression de æ, donnée par l'équation (8), a huit va- 
leurs, tandis que l’équation proposée ne peut avoir que 
quatre racines. [Îl est aisé de faire disparaître cette ambi- 
guïté. En effet, on peut prendre à volonté l’une des deux 
valeurs de ÿ6, et V0,; mais quand on a fixé ces valeurs, 
celle du troisième radical 6, se trouve par cela même dé- 
terminée, En effet, en multipliant les trois équations (6), 
on irouye 


Ve, Ve, V0, — (x +23 + ai + xi) 
2 (2 Lo Ds HDi Do Dé + Ai Es Li + Mo Ls Li) 
— aifei + ei at) — a (ai + ei a) 


0 ÿ &Ÿ + 2 ÿ Li Lo Ls — ÿ T: ÿx 


= — pt 4 pq — 87, 
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d’où 


œ De NS M 4 LA . 
V Ü, ee — P PRET Le ; 





V0: V8, 
L résulte de là que la valeur de x, donnée par l’équa- 
tion (8), a précisément quatre valeurs, et qu'elle repré- 
sente bien, en conséquence, les quatre racines de l’équa- 
tion proposée. é 

Remarque. — Il est important de remarquer que le 
succès des méthodes de Ferrari et de Lagrange est dû à 
cette seule circonstance, que l’on peut former des fonc- 
tions de quatre lettres, qui n'aient que trois valeurs. 


Méthode de Descartes. 


Cette méthode consiste à identifier l'équation proposée 
“ 


LÉ HIDE qu? HP +STO; 
avec cette autre 
(a+ fr + 8) (er + fx +8 )Z o, 


dont les racines peuvent être considérées comme connues. 

Au lieu d'employer la méthode des cocflicients indé- 
terminés, comme fait Descartes, on peut exprimer que 
x? + fx + g est un diviseur du premier membre de 
l'équation proposée, en effectuant la division, et égalant 
à zéro les deux termes du reste qui est du premier degré 
en x. On obtient ainsi deux équations entre les deux in- 
connues f'et g, et en éliminant g ou f, on a une équa- 
tion du sixième degré qu'on ramène aisément au troi- 
sième, et qu'on peut considérer comme une résolvante 
de Péquation proposée. Cette méthode ne diflère pas, au 
fond, de celles que nous avons d’abord exposées ; car si 
l’on connaît une valeur de g ou de f, c’est-à-dire x, x, 
OU Ti + X°, On connaîtra également-#, x; ou 3 + x, 


15. 
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et la résolution de l'équation proposée s’en déduira comme 
nous l’avons montré précédemment. 


Méthodes de T'schirnaus et d’Euler. 


Je n’ajouterai rien à ce que jai dit dans une précédente 
leçon au sujet de la méthode de Tschirnaüs, qui ramène 
l'équation 

AVS DT HILL ETLAHIS 0 


à la forme bicarrée, en employant la transformation 
ÿy= a+ bx + x, 


et disposant convenablement des indéterminées a et b. 
La méthode d’Euler consiste à éliminer y entre les deux 
équations 


CES ER by + ce me dy, 
LE = NH put 


et à idenufier l'équation finale en x avec la proposée, 
dont les racines seront alors données par la formule 


ce 4 2\2 "4 LN\3 
4 (Ve) de(s 
Tout revient donc à déterminer les valeurs des indéter- 
minées «a, b,c, d,e, dont l’une peut être choisie arbitraï- 
rement. l 
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Sur la résolution algébrique des équations. — Des équations de degré 
premier. — Des équations de degré non premier. 


Sur la résolution algébrique des équations. 


Toutes les méthodes connues que les géomètres ont 
essayé d'appliquer à la résolution algébrique des équa- 
tions, et il en serait nécessairement de même des nouvelles 
qu'on pourrait imaginer, reviennent à faire dépendre la 
résolution de l'équation proposée de celle d’une autre 
équation plus facile à résoudre, et dont les racines sont 
des fonctions de celles de la proposée. 

C’est ainsi que nous avons pu résoudre l’équation du 
troisième degré, en déterminant la valeur d’une fonction 
linéaire de ses racines Xi, X2, Xs, 


= XL Far: + a°x;, 


x désignant l’une des racines imaginaires de léquation 
x* — 1. Le cube t* de cette fonction ne peut prendre que 
deux valeurs distinctes par les permutations des racines 
Lis Los La, tt dépend, par conséquent, d’une équation du 
second degré. 

De même, nous avons résolu l'équation du quatrième 
degré en déterminant la valeur de l’une des deux fonc- 
ons suivantes de ses racines ZX, Lo, Las Lys 


Va = di Lo —+- Æ'; 5 0 s 


[4 


= XL, — Lo + Lys — di. 


La prenuère de ces deux fonctions ne peut acquérir que 
trois valeurs, et dépend, par conséquent, d'une équation 
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du troisième degré, qu'on sait résoudre; la seconde peut 
prendre six valeurs, et dépend d’une équation du sixième 
degré, mais qu'on peut abaisser au troisième, paree 
qu’elle ne contient que des puissances paires de l’in- 
connue, Nous avons vu, dans la lecon précédente, que 
la résolvante en # conduit plus aisément que celle en y à 
la résolution de la proposée; elle a aussi eet avantage que 
la résolution de l'équation du quatrième degré, qu’on en 
déduit, présente la plus complète analogie avec celle de 
l'équation du troisième degré. La fonction t peut, en eflet, 
s écrire ainsi : 


= L + a ts + a Xs + QU 


& désignant la racine réelle —1 de l'équation x*= 1. 

Dans les Mémoires de l’Académie de Berlin (années 
1770 et 1771) (*), Lagrange, prenant pour point de dé- 
part les résultats qui précèdent, a cherché à opérer la 
résolution de Péquation générale de degré m dont x, x, 
Lys. Xn SOnt les 72 racines, en employant une fonc- 
tion de la forme 


É—UE, + AR tr QT + te Ha rm + QT Tn, 


où « désigne une racine de Frs LEE 

Quoique ces recherches de Lagrange ne l’aient pas 
conduit à la résolution des équations générales d’un degré 
supérieur au quatrième, les développements qu’il a donnés 
à ce sujet présentent assez d’intérèt pour qu'il semble 
utile de les exposer ici. 

-Nous suivrons fa marche tracée par lillustre auteur, et 
uous distinguerons avec luile cas où le degré de l’équa- 
tion est un nombre premier, et celui où 1l est un nombre 
composé. 


(*) Lagrange a présenté an extrait de son Mémoire dans la nôte XI de 
son Traité de la Résolution des équations numériques, 3° édition, page 2/2. 
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Des équations de degré prenuer. 
5 
Soient 
F 
T; , T3 Ta; se) 9 Tm 
les m racines d’une équation 
(1) Ne=s'0;, 


de degré premier m, « une racine quelconque de l’équa- 
tion x" — 1, et posons 

(2) D + Gti + air, +... Lanrir,. 

Si à n'est pas égal à 1, m étant premier, les puissances 
de æ, savoir 


: 2 m—1 
AA FRS UT EU 


sont les 72 racines de l’équation x” —1, et, par consé- 
quent, sont toutes distinctes. Il résulte de là que la fonc- 
tion £ prendra 1.2.3... m valeurs distinctes, si l’on y 
permute les m racines x, x, etc. ; cette fonction dépend 
donc d’une équation du degré 


IN De Ua 


qu'on peut former par la méthode exposée dans la deuxième 
leçon, puisqu'on connaît la composition de ses racines. 

Nous allons démontrer que la résolution de cette équa- 
tion de degré 1.2.3...m, peut se ramener à la résolu- 
tion d'une équation du degré m—1, dont les coeficients 
dépendent d'une équation du degré 1.2.3... (m—). 

Multiplions successivement l'expression de £ par «, æ?, 
æ,..., a! et rabaïssons"les JT de x au-dessous 
de m, à l’aide de la relation &"+" — 4", on a 





É = Xi a ds Fat +, 5 Fa Ln 9 
ar, + rs + ZT, +... + XLm) 
Mb —:o x, + a rs + a Ts +... Ham; 


RL RQ En Mat plans Hate, 
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ou, en ordonnant par rapport aux puissances de «, 


Ê— ZX, + ALr Hart ... Ha ln) 
AL = Zm HAL + dr +. Lars, 


LE En OL Fr EX: +... FOR 


QUE La HN + as... Ha re 


On voit que chacune des quantités 
PALETTE ACL 


se déduit de Ja précédente par la substitution 


É Las RE ) 

NRA 

et, par conséquent , chacune des racines x;, x, etc., oc- 
cupe , dans les seconds membres des équations (3), toutes 
les places. Par exemple, x, est à [a première place dans #, 
à la deuxième dans &t . etc., à la dernière place dans &”=1#; 
on aura doncles 1.2.3... 1m valeurs de£, en faisant subir 
aux m—1 lettres x,, %3,...,x,, dans les seconds mem- 
bres des équations (3), lesr.2.3... (m—1) permutations 


dont elles sont susceptibles, sans changer la place de x, 
Et si l’on fait, pour abréger, 


HU 10206. (mn) 
? rérebA 
et que l’on désigne par 
Es Los lsge. -> L 


fes p valeurs que prend {, quand on y permute fes mi — + 
lettres 22, d3,..., x, les 1.2.3... m racines de l’équa- 
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on en { seront 


Cp #0 | 
ACCRA SP MONCE C: li, 
CON vise ot lire 9 een 0re er el e 8e 


tu > alu) alu ,..) CORTE 
on a d’ailleurs 
= In 
(&—t,) G — SL ÉRERE Cm AE 2) pete 


l'équation en t sera donc 


(re LA é) (e nec «| PEDe (e sn «) — 0. 
l 2 PL 


On voit que cette équation ne contient que des puissances 
de £ dont les exposants sont divisibles par m, et qu’elle 
s’abaissera au degré u—1.2.3...{(m—1),en posant 


tm — 0, 
L'expression de 8 est 


(4) dÆ= (x, + a La + ls +. : . + a" x)", 


et l’on en déduira celle des n racines de l'équation en 8, en 
permutant, de toutes les manières possibles , les #2— 1 let- 
LPS Lo, Lzpees Lm Sans changer x, de place. Or, parmi 
ces permutations ; qui servent à déduire toutes les valeurs 
de 9 de l’une d’entre elles, il en est qui méritent sur- 
tout de fixer l'attention , parce qu'elles équivalent au 
simple changement de « en à?, &°,..., «"-!, En effet, m 
étant un nombre premier, si dans la série 


ñ 9 2 m1! 
PO LR REC 


on remplace æ par æ", n étant m1, on reproduira les 
mêmes racines, mais dans un ordre différent. La substi- 
tution à &, de P'une de ses puissances, équivaut done à 
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un certain changement des puissances de & éntre elles 
dans l'expression de 0, et, par suite, à un certain chan- 
sement des racines %, Z3,..., x, entre elles. 
Remplaçons donc «, dans l'expression (4) de9, par cha- 
cune de ses puissances &, &°, &Ÿ,..., «"=!, rabaissons les 
exposants de & au-dessous de m, et ordonnons, par rap- 
port aux puissances de &, la fonction dont la puissance »1 
est égale à 0; désignons enfin par 


9,, 0, ss ads On ; 


les n21— 1 valeurs de 0 ainsi obtenues : il est évident 
que x, qui occupe la deuxième place dans 6, , aura la 
troisième dans 0, , la quatrième dans 0, , etc., la dernière 
dans 8,_,, et l’on aura 





QUE De (x, + AL Hat, +... +4... ant Lan 
nt 
0; EE Æ; —- À Tnt —+- a? TL + US DU Rs fe OU, 3 
< ; 
te 
(5) MS RATE CU ST PRE Bye }" 
Du TEE De NE RES con CE, 


Voilà donc n1—1 valeurs de 0 dans lesquelles x, occupe 
successivement la seconde, la troisième., ete., la dernière 
place, en sorte qu'il suffira, pour avoir les 1.2.3... (m—1) 
valeurs de 0, de faire, dans chacune des m—1 valeurs 
que nous venons d'écrire, les 1.2.3... (m — 2) permuta- 
tions des lettres x3, x,, .., x,, les unes dans les autres. 
sans changer la place ni de x, ni de x. On'déduira, en 
effet, par ce moyen 1.2.3... (m— 2) valeurs de 8, de 
chacune des valeurs (5), ce qui fera en tout 1.2.3...(m—3). 

Si maintenant on considère l’équation de degré m1 —1 


(8 — 6) (9 QUE 0). < (8 me O1) — 0; 
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ou 
(6) gi + p, On? Hi ip Qn-—3 cars E + Pn--1 Ü + Pn ERErER O, 


qui a pour racines les quantités 0,, 0,,..., 0,13 Je dis 
que les coeflicients p,, p2, ete., de cette équation ne dé- 
pendent que d’une équation du degré 1.2.3... (m1 — 2), 
en sorte que l'équation du degré 1.2.3... (m2 —1), qui à 
pour racines toutes les valeurs de 9, se décomposera en 
1.2.3... (mi — 2) facteurs du degré m1 —1, à l’aide d’une 
seule équation du degré 1.2.3... (m1 — 2). 

D'abord il est facile de voir que toute fonction symé- 
trique des quantités 0, 02, 63,..., 0,_1, ne peut acquérir 
que*1.2.3... (mm — 2) valeurs, par les 1.2.3... (m—) 
permutations des lettres x3,x,,..., Xn. 

En eflet, si l’on remplace & par l’une quelconque de 
ses puissances, æ "7", les quantités 4, , 0,,...,0, ne feront 
que s'échanger les unes dans les autres, car 0,, 0,, etc., 
se déduisant de 0, par les changements de « en &°?, «?, ete., 
on peut les représenter par 


(7) D (x), 0 (x?), Of), 4, Rom} 


et ces quantités (7) sont les mêmes, à l’ordre près, que 
les suivantes 


(3) dant), Bar CET, st Q[ctm— 1) (on), 


qui se déduisent de la première d’entre elles de Ia même 
manière que les quantités (7), c’est-à-dire par les chan- 
sebientisidé x en x, &, j'oaret 

Maintenant, le changement de & en &"-! dans 0, ou 0(«) 
équivaut à une certaine permutation des lettres x,, 
Lys.) Xny Qui amèné x, à la place de x,; d'où il 
suit que les quantités (8) se déduiront (à l'ordre près) des 
quantités (7) par la même substitution. I y a donc, en 
un mot, des substitutions pouvant. amener +, à la place 


- 
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de l’une quelconque des lettres suivantes x3, x,,..., x, 
et par lesquelles les quantités 0,, 0 ,..., 0,_, ne font que 
s’'échanger les unes dans les autres. Par conséquent , ces 
substitutions ne changeront pas la valeur d’une fonction 
symétrique des quantités 0, , 0,,..., 0-1. 

Cela étant, supposons qu’on veuille appliquer à une 
fonction symétrique de @,, @, etc., une substitution 
quelconque devant amener x, à la place de x, , on pourra 
commencer par amener x, à la place de x, par une sub- 
stitution qui ne change en rien la valeur de la fonetion 
symétrique, ensuite il n’y aura plus qu’à opérer une cer- 
taine substitution sur les 77 — 2 lettres 43, x, ,..., x, 
la seule qui puisse changer la valeur de la fonction symé- 
trique. Ainsi, la place de x; pouvant être fixée à volonté 
dans une fonction symétrique de 0,, 6,, etc., une pa- 
reille fonction ne saurait avoir que les 1.2.3... (m — ») 
valeurs résultant des permutations des m— 2 lettres 
ne rh DO 4 2e 

D'après ce qui précède, chacun des coefficients p1, 
P2, etc., de léquation (6) dépend d’une équation du 
degré 1.2.3..:(m — 2), et l’on pourra former chacune de 
ces équations par la méthode exposée dans la deuxième 
leçon, puisqu'on connait la composition de leurs racines. 
Mais on aperçoit immédiatement que tous ces coefhicients 
Pis Pe, etc., ne dépendent que d’une seule équation du 
degré 1.2.3... (m — 2), car ce sont évidemment des fonc- 
ions semblables des racines x, , æ:,..., x, de l'équation 
proposée, et si l’on se donne la valeur de l’un d’eux, 
celles de tous les autres s’en déduiront ratonnellement. 

Voici comment on peut opérer pour former l’équation 
dont p, dépend, et pour exprimer en fonction de p, les 
autres cocflicients p;, ps, ete. On calculera l’équation de 
degré 1.2.3... (m—41), qui a pour racines toutes les va- 
leurs de 9. et dont les coefficients, fonctions invariables 
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des racines de la proposée, sont exprimables rationnelle- 
ment par ses coefhicients. Le premier membre de l’équa- 
tion (6) étant un diviseur du premier membre de cette 
équation complète en 8, on fera la division à la manière 
ordinaire , et on égalera à zéro les m —1 termes du reste. 
Les mm — 2 premières des équations ainsi obtenues servi- 
ront à déterminer les coeflicients p:, ps, etc., en fonction 
de p,, et on aura ensuite l'équation en p\ de degré 
1.2.3... (11 — 2), en remplaçant dans la (mr —1)*", p,, 
Pa, etc., par les valeurs qu’on aura trouvées. 

Lagrange a cherché à simplifier les calculs, presque im- 
praticables dès le cinquième degré, auxquels conduit 
l'application de la théorie précédente; il a effectivement 
imaginé un arüfice ingénieux pour exprimer les coef- 
cients de l'équation (6), en fonction des racines x1, 2 , etc. 
Je vais le rapporter ici. 

Pour avoir l'expression de 0, il faut élever à la puis- 
sance m2 la quantité 


Ti + a tr + a ts +... Hatlan; 


en faisant ce calcul, et ayant soin de rabaïisser les expo- 
sants de & au-dessous de m, on a un résultat de la forme 


(9) DE, R'abct dE, L' porte. 


L'équation (9) donne les valeurs de 0,,0,,..., 0, _;, en 
substituant à « chacune des racines imaginaires &, 6, 
7,50 de l'équation x” =1. En outre, si l’on remplace «& 
par 1, le second membre de l'équation (9) a pour valeur 
(ti+ x +...+x,)" ou A”, en désignant par À la somme 
connue des racines de l’équation proposée (1). On a donc, 


AUS NE NE EE ET LM ec om st » 
QE. Qt as NX. am Em, 
LE mem Eo + GE, a G2E;, et 0 . + 6771 A Ep 


LE. À — Ëo LR AIT 27 DE ne. + RANCE 
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Ajoutons ces équations et désignons par s, la some des 
racines de l'équation (6), on aura, d’après les propriétés 
des racines «, 6, etc., 


AT = mn Es, 
ou 
= ME —- A", 


Désignons généralement par s, la somme des puissances 
des racines de l'équation (6); élevons l’équation (9) à la 
puissance 7, et rabaïssant les exposanis de x au-déssous 
de m AAC ERCALORS le résultat par 


(272 


EnEE Eu LS aE(" + pa AI +... + a 


ñ 
14 ns Ve 


remplaçons ensuite x successivement par 1, @, 6,..., 0, 
et ajoutons Îles résultats, on aura 


(n) 
APR ns ARE 5 
OÙ. 


= — mE —" AN. 


On pourra calculer de cette manière, en fonction des 
T'ACINES A, Né, «+ «> Lun». 10S SOMMES 525550 SA PE 
l’on en déduira ensuite les valeurs suivantes des coefli- 
cients p1, po, ete., de l'équation (6) 


(mE, — A") (m ES — A’) 
Pr = — > ÉD ta) 
2 | 2 











2.3 Ê 3 
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Voilà donc les coeflicients p,, p;, ete., de l'équation (6) 
exprimés en fonction des racines x, x:...., x, de l’é- 
quation proposée, et si l’on fait dans l'expression de l’un 
d'eux, de p,, par exemple, toutes les permutations pos- 
sibles, on ne trouvera que 1.2.3...(m— 2) valeurs dis- 
tinctes. On pourra ainsi former directement l'équation 
en pP1, et l’on exprimera ensuite les valeurs des autres 
coefficients en fonction rationnelle de pf, par le procédé 
indiqué plus haut. 

Si lon connaît un seul système de valeurs des coefli- 

PQ Pas Pe, etc., et si l’on peut résoudre l'équation en 0 
correspondante de degré m—1, la résolution de l'équation 
proposée (r}s’ensuivra immédiatement, commenousallons 
l'expliquer. 

Dans l’hypothèse où nous nous plaçons, les quantités 
1,03... 01 Sont connues : les équations (5) donnent, 
en mettant «, 6, y,..., w au lieu de &, 2°,...,a"7?, 

Li + AT À ls. Hal, — V8, » 


m 


FX Che RARE ra 
Ti + GX + 6x, +.. + 6" En —N 


(10) 





La Hot ox 0 Eomtten = V2; 


on à d'ailleurs 


Li + Lo + ds +. + Tr = À; 


donc, en ajoutant ces équations, et ayant égard aux pro- 
priétés des racines &, 6, etc., on a 


m ni nl 


AR VO -E Von V0, 


:) 


(11) æ 


m 


ajoutant aussi ces mêmes équations respectivement mul- 
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tipliées par &"',6",...,o"et1,0ona 
rt ni n 


A ne EM Ve, +: + oran 


( I 2) Lm-n+1 — FA 


Mais comme rien ne détermine celle des valeurs de 
chaque radical qu’il faut prendre, le second membre de 
l'équation (12) est absolument identique au second membre 
dé Péquation (11). Aussi doit-on se borner à dire que 
les m racines de l'équation proposée sont données par la 
formule unique Ç 


m LE TT 1 L'1 
À + Wii Ve t.. + Veue 
D 


(15) 
À la vérité, cette formule, à cause de la multiplicité des 


valeurs de chaque radical, donne pour x un nombre de 
valeurs égal à #1; mais on peut faire disparaître Pam- 
biguïté qui en résulte. En effet, les premiers membres 
des équations (10):sont des fonctions semblables des 
racines Li, Lo, CLC.; On pourra donc, si l’on se donne 


l’un d'eux, en déduire rationnellement tous les autres. 


mn L442 nr 


Ainsi, on pourra exprimer V6: Vôs: De SE ration- 


nt 


nellement en fonction de ÿ8,, et la formule (13) ne don- 
nera alors pour x que m1 valeurs, comme cela doit être. 

Par cette méthode, la résolution de l'équation du cin- 
quième degré se ramène à celle d'une équation du qua- 
trième degré, dont les coeflicients dépendent d’une équa- 
tion du sixième. 


Des équations de degré non premier. 


On voit aisément que l’analyse précédente ne peut 
s'appliquer aux équations dont le degré est un nombre 
composé. En eflet, les quantités 0,, 8, etc., que nous 
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avons déduites de 9 en remplaçant « successivement par 
2, &, a, etc., ne sont plus toutes des racines de l’équa- 
tion résolvante en 0, parce qu'alors, en remplaçant & par 
l’une de ces puissances dans la série 


DAT 
XX y yes 


on ne reproduit pas nécessairement ces mêmes quantités, 
lors mème que + serait une racine primitive de l’équa- 
uon æ”—1. Aussi Lagrange a-t-il cherché une autre mé- 
thode : celle qu’il a suivie revient, en dernière analyse, 
à décomposer l'équation proposée 


(1) Ne 0, 


de degré m=— np, n étant un nombre premier, en 72 équa- 
tions du degré p; et cette méthode n’exige pour cela que 
la résolution d’une équation de degré 


OR Ut 
(nr 1) rat yat 


et celle d’une équation de degré 7 —1, tandis que si l’on 
cherchait à faire la décomposition par la méthode ordi- 
naire, il faudrait résoudre une équation du degré 


{ = \ 
mm—1)...(m—p+#t) 
l'E D 





Cette décomposition de l'équation (r}en 7 équations du 
degré p une fois faite, on pourra appliquer à chacune de 
ces dernières la méthode exposée précédemment, si p est 
un nombre premier. Dans le cas contraire, si p = np", 
n' étant un nombre premier, on raménera la résolution 
de chaque équation de degré p à celle de 7” équations du 
degré p', en opérant de la même manière que pour la 
proposée; et ainsi de suite. Entrons maintenant dans les 
détails. 

19 
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Soit m — np, n étant un nombre premier, et posons, 
comme précédemment , 


= XL Hat rs +... + 2x», 


Lis Laye. Xn désignant les m racines de l’équation (1) 
et « une racine de x” —1, mais qui appartienne aussi à 
l'équation x" — 1. Alors, comme on a généralement 


auth — yh , 


la valeur précédente de t pourra s’écrire comme il suit : 


L—= [æ: + Lan lon te. + LipoonEll 
se a [T2 Fr Lnio Floor. T (p—1\ n+2] 


ou 
t=X +aX: +aeX;, +... +HarT'Xx,, 
en faisant, pour abréger, 


X: = Li + Try À ET OS D 13 L (p—1) n+1 ’ 
Xe = Lo + Tnyo E Linge + .. + L(p—i)n+2 


pe Un Lin he LES Tee 8 à da + Tpne 
Soit 
(3) à 4 =: 
l'équation qui a pour racines X;,, X,,..., X,; on pourra 


appliquer à cette équation (3) la méthode exposée précé- 


demment pour les équations de degré premier. Faisons 
Der où 


(4) 9 — (X +axX: +... +! Xa)'; 
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9 dépend d'une équation du degré 1.2.3.., (2 —1) dont 
les coeflicients peuvent s'exprimer rationnellement par 

F 24 4 ® L u ’” 

ceux de l'équation (3); et si l'on représente par 0,, 0,,..., 
9,-, les 7 — 1 valeurs. que prend 0, en remplaçant & par 
les 2 — 1 racines imaginaires de x” — 1, on peut former 
l'équation en 0 de degré 7—1 qui a ces 7 —1 valeurs de 0 


pour racines : représentons cette équation par 
(5) Pi Ds Pa En D, 0, Fp, 0; 


ses coefficients p1, p>, etc., dépendent d’une seule équa- 
uon de degré 1.2.3... (7 — 2) dont les coeflicients s’ex- 
priment rationnellement par ceux de l'équation (2), ainsi 
que nous l’avons établi précédemment. 

Soient y l'un quelconque des coefficients p;, p,, ete., et 


6) É(r)= 0 


l'équation de degré 1.2.3...{(7— 92) dont y dépend. 
Les coeflicients de cette équation (6) sont exprimables 
rationnellement par ceux de l'équation (3), mais ces der- 
niers ne sont pas connus, il n’y a que ceux de l’équa- 
tion (1) qui le soient; voici comment on peut former une 
équation en y dont les coeflicients soient exprimés par les 
quantités connues. 

f (y) est une fonction de y qui contient symétrique- 
ment les quantités X;,, X,,..., X,, et, en remplaçant 
X,, X,,etc., par leurs valeurs tirées des équations (2), 
fr) deviendra une fonction non symétrique des racines 
Lis Laye + + Xn de l'équation (1). Faisons dans f (y) toutes 
les permutations des racines x, X:,...,%,, et désignons 


par. 
FAT) A(T)s... far) 


les u valeurs distinctes que prend ainsi f (y); le produit 
de toutes ces valeurs est une fonction symétrique des ra- 


16. 
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cines æ3, X2,:-., Xn de la proposée, exprimable ration- 
nellement par ses coeflicients. On a donc, pour déter- 
miner y, l'équation 


(7) ABARA GPA AMAR AE NN 


dont les coeflicients peuvent être considérés comme 
connus. 

Le degré de cette équation (7) est 1.2.3... (7—2)Xu, 
» désignant le nombre des valeurs distinctes de f (y), 
quand on y permute les lettres x;, x:,..., x,,; nous savons 
que ce nombre p est un diviseur du produit 1 USE S DRAS  0 
{onzième lecon), et si l’on fait | 


TMD 0 LS cn 


— 


PE 2 
y sera le nombre des permutations des lettres Lis LS ee 
qui ne font pas changer la fonction f(y). Or f (y) ne 
change pas en permutant, les unes dans les autres, les 
lettres qui composent respectivementeX:, X,,...,X,. 
non plus qu'en échangeant les quantités X;, X, , etc., les 
unes dans les autres; maïs toute permutation des lettres 
Ti, L2, etc., qui fait passer quelques-unes des lettres 
de X, ou X,, ou, etc., dans l’une des autres fonctions, 
change évidemment la fonction f (y). On conclut aisé- 


ment de là que 
ER PAR PA AMOR Ai 


et, par conséquent, 


TROT SAN 


Te Mia 5 





Le degré de l'équation (3) est donc 


1203 4 07m 


RE Er Baie 0 
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ou 
1H 27980702 





(ra — 1)z(1 218 pe p} 
Si l’on connaît une seule racme de l'équation (7) on aura 
un système de valeurs des coeflicients 


Pis. DRE 
de l'équation (5}, car ces coeflicients sont des foncuons 
semblables des racines de l'équation proposée, et, par 
conséquent, ils peuvent s'exprimer rationnellement en 
fonction de l’un quelconque d’entre eux et des quantités 
connues. 

On résoudra ensuite l'équation (5), qui n'est que du 
degré 7 — 1, et l’on aura alors aisément les racines de 
l'équation (4). Désignons, en eflet, par 


0;, 0, ME NefS 0h 


les 7 — r racines de l'équation (5); ces valeurs de 0 étant 
précisément celles qu’on déduit de l’équation (4), en rem- 
plaçant « par chacune des racines imaginaires de x" +, 
on aura 


r 


X; HET EE d X; 5 ES CE 1e Œ'PEX à So VO 


UT" (0e DD CU NOMET SE PENTIER 


Sn oDe Te 24. nr ee) ele 7 RL alim rie CONICOCRICIET NT DEC 


X, ES o X: = 7 XX; HA rt HP EXS — Von. 


D'ailleurs, la somme des racines X,, X,,..., X, est 
connue, car elle est la même que celle des racines x;, 
Kay... X,N3 Cn désignant donc par À cette somme, on 


aura 
Xi + X: + LE te Do RAT Le 


Des équations qui précèdent, on tire celte expression gé- 
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nérale des racines X,, X,, etc., 


AH VO +0 +... + Vas 


Je 


X 


Il ne reste plus, maintenant, qu'à trouver les racines 
Xi XL», etc., elles-mêmes; pour cela, on considérera lé- 
quation qui a pour racines celles de la proposée dont la 
somme esi X, ou X,, etc., X, par exemple : soit 


XP = XP + qua +. + Ip T + Ip = O0 


cette équation, dont le premier membre est un diviseur 
du premier membre V de la proposée. On fera la division 
à la manière ordinaire, et on égalera à zéro les p termes 
du reste; on aura ainsi p équations dont Îles p — 1 pre- 
mières détermineront g:, gs, ete., en fonction de X,;, la 
dernière étant alors satisfaite d’elle-mème. Il estévident, à 
priori, que q:; gs, etc., doivent s'exprimer rationnelle- 
ment en fonction de X,, puisque ce sont des fonctions. 
semblables. On aura donc enfin, par ce moyen, les » 
équations de degré p, dans lesquelles peut se décomposer 
l'équation proposée. 

el est le point où se trouve ramenée aujourd’hui la 
question de la résolution algébrique des équations. La 
fonction résolvante de Lagrange nous à donné la réso- 
fution des équations du troisième et du quatrième degré, 
mais elle n’est d'aucune utihté pour les équations géné- 
rales de degré supérieur au quatrième, dont, au surplus, 
la résolution est aujourd’hui démontrée impossible. Tou- 
tefois nous verrons, dans une prochaine lecon, que la 
considération de cette fonction résolvante fournit la réso- 
lution algébrique d’une classe fort étendue d'équations de 
degrés quelconques. 


À la même époque où Lagrange publiait, à Berlin, le 
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Mémoire dont nous venons de présenter les résultats prin- 
cipaux, Vandermonde s’occupait de la même question, 
et présentait, à l’Académie des Sciences de Paris, un 
beau Mémoire où, par des considérations différentes de 
celles de Lagrange, il arrivait pourtant aux mêmes"consé- 
quences, Je me borne ici à indiquer ce travail de Vander- 
monde, imprimé dans les Mémoires de l’Académie des 
Sciences de Paris (année 1971). 
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Sur le nombre de valeurs que peut prendre une fonction quand on y 
permute les lettres qu’elle renferme. — Des substitutions circulaires. — 
Théorème de M. Cauchy. — Forme générale des fonctions qui n’ont que 
deux valeurs. 


Sur Le nombre de valeurs que peut prendre une Jonction 
quand on y permute les lettres qu’elle renferme. 


Le succès des méthodes exposées précédemment pour 
la résolution des équations générales du troisième et du 
quatrième degré est dû à cette seule circonstance, qu'on 
peut former des fonctions de trois lettres qui n'aient que 
deux valeurs, et des fonctions de quatre lettres qui n’en 
aient que trois. Et si l’on pouvait de même former des 
fonctions de cinq lettres n’ayant que quatre ou trois va- 
leurs, on est fondé à penser que ces fonetions permet- 
traient de résoudre l'équation générale du cinquième de- 
gré. On voit par là combien la question du nombre de 
valeurs qu'une fonction peut acquérir, quand on y per- 
mute les lettres qu’elle renferme, est liée intimement à la 
théorie des équations. Aussi plusieurs géomètres s’en 
sont-ils occupés; et quoiqu'ils aient laissé beaucoup à faire 
à leurs successeurs, ils ont pourtant obtenu quelques 
résultats intéressants que nous allons exposer. 

Lagrange est le premier qui se soit occupé de cette 
question, en démontrant (voÿ' onzième lecon) que {Le 
nombre des valeurs d'une fonction de n lettres est tou- 
jours un diviseur du produit 1.2.3... n. 
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Rufini, dans sa Théorie des équations, a considéré 
particulièrement les fonctions de cinq lettres, et il est 
parvenu à démontrer le théorème suivant : 

Së une fonction de cinq variables a moins de cinq va- 
leurs distinctes, elle ne peut en avoir plus de deux. 

Ce théorème de Rufini a été généralisé ensuite et étendu 
aux fonctions de n lettres par Pietro Abatti. Ce géomètre 
a en eflet démontré, dans le tome X des Mémorres de la 
Société italienne, que, 

St une fonction d’un nombre quelconque de variables, 
supérieur à quatre, a moins de cinq valeurs distinctes, 
elle ne peut en avoir plus de deux. 

M. Cauchy, dans un Mémoire publié dans le tome X 
du Journal de l’École Polytechnique, est allé plus loin 
que les deux géomètres italiens. Il a prouvé qu’on pou- 
vait, dans le théorème d’Abatti, substituer à la limite 5 
le plus grand nombre premier contenu dans #. Aïnsi, 
d’après M. Cauchy, 

St une fonction de n lettres a moins de p valeurs dis- 
unctes (p étant le plus grand nombre premier contenu 
dans n), elle ne peut en avoir plus de deux. 

Et comme p—n, si n est premier, on a, en particulier, 
ce théorème : 

St une fonction de n lettres a moins de n valeurs dis- 
tnctes, n étant un nombre premier, elle ne peut en avoir 
plus de deux. 

M. Cauchy donne à entendre, dans son Mémoire, qu'il 
chercha à étendre le théorème précédent au cas où z n'est 
pas un nombre premier, mais il ne put y parvenir que 
dans le cas de n — 6. Il a, en effet, démontré que 

St une fonction de six lettres a moins de six valeurs 
distinctes, elle ne peut en avoir plus de deux. 

Enfin M. Bertrand s’ést occupé, dans ces dermières 
années, de cette mème question, et il'est parvenu à dé: 
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montrer généralement le théorème que M. Cauchy avait 
établi, avant lui, dans un cas particulier. Ainsi, d’après 


M. Bertrand, 


Si une fonction de n lettres a moins de n valeurs dis- 
nctes, elle ne peut en avoir plus de deux. 


La démonstration du théorème de M. Bertrand re- 
pose sur le postulatum suivant: Sn >17, il y a au 
moins un nombre premier p compris entre n— 2 et = 
Ce postulatum serait sans doute très-diflicile à démontrer, 
mais les Tables de nombres premiers ont permis d’en 
constater l'exactitude pour toutes les valeurs de 7 com- 
prises entre 7 et 6000000, en sorte que le théorème de 
M. Bertrand se trouve démontré par lui, au moins pour 
les fonctions qui ont moins de 6000000 de variables. 

La démonstration de M. Bertrand conduit à cet autre 
théorème, démontré auparavant par Abel pour les fonc- 
tions de cinq lettres : 


St une fonction de n lettres a n valeurs, elle est symèé- 
trique par l'apport än—1 "lettres. 

Dans une Note publiée dans le XXXII° cahier du Jour- 
nal de l'École Polytechnique, j'ai fait voir que si, entre 


à Ê e ’ Q ) 
nm — 2 et => il n’y a aucun nombre premier, le théorème 


| ARCS RAT 
de M. Bertrand continue d’avoir lieu, pourvu que — soit 


2 
un nombre premier. La démonstration n’est en aucune 
facon modifiée, seulement on ne peut plus conelure ce 
corollaire que si une fonction de z lettres a #2 valeurs, 
elle est symétrique par rapport à # — 1 lettres. 

Cette remarque est importante, car il en résulte que 
le théorème de M. Bertrand comprend celui de M. Cauchy 
pour les fonetions de six lettres, et rend, par suite, inu- 
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ule la démonstration un peu compliquée de M. Cauchy. 
En eflet, si 2 — 6, il n’y a aucun nombre premier entre 


72 sai ° 
7 -— 2 el ue mals 2 ou 3 est un nombre premicr. 


M. Bertrand a démontré aussi un second théorème, 
mais moins important que le premier. Nous nous bor- 
neroms ici à l’énoncer, et nous renverrons à son Mémoire 
pour la démonstration (*). Voici ce théorème : 

Si une fonction de n lettres, n étant > 9, a plus de 
n valeurs, elle en a au moins 2 n. 

els sont les résultats principaux acquis à la scienec 
dans cette théorie. Le problème général, qu’il serait inté- . 
ressant de résoudre, consisterait à déterminer quels sont, 
parmi les diviseurs du produit 1.2.3...7, ceux qui 
peuvent représenter le nombre des valeurs d'une fonction 
de » lettres. On voit combien les théorèmes que nous 
venons d'indiquer sont loin de répondre, d’une manière 
complète, à cette question. Toutefois ces théorèmes suf- 
fisent pour l’objet qu’on doit avoir en vue dans la théorie 
des équations. Ainsi, en particulier, le théorème de Ru- 
Gni, s’il n'établit pas l'impossibilité de résoudre l’équa- 
tion générale du cinquième degré, prouve du moins l’im- 
possibilité de former une résolvante dont le degré soit 
iuférieur à cinq. 


Des substitutions circulaires. 


Pour bien comprendre les développements dans lesquels 
nous allons entrer, il est nécessaire de se faire une idée 
précise de l'opération que nous avons désignée par le mot 
de substitution (voir onzième lecon). 





(*) Journal de L'École Poly technique, XXXS cahier, 
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Soit 
Fes RCE AU 11) 


une fonction de n» lettres. Si, parmi ces 2 lettres, on en 
prend p au hasard. 


ac ET e 


L2 
par exemple, et qu'après les avoir rangées en cerele on 
mette chacune d'elles à la place de celle qui la précède , 
on dit que l’on a fait subir à ces p leures une permuta- 


Lion circulaire, et la substitution 


(es PAUVRE» de ;) 
? 
DCS NE 
est dite une substitution circulaire de l’ordre p. Cela 
posé, on a le théorème suivant : 


THÉéoRÈME. — Toute substitution, st elle n’est pas cir- 
culaire, équivaut à plusieurs substitutions circulaires 
effectuées simultanément sur des lettres différentes. 


Supposons, en eflet, que l’on fasse .subir une substi- 
tution quelconque aux letires 


O0, ICS CORRE 


par cette substitution, & se trouve remplacé par une cer- 
taine lettre, ec par exemple, e lui-même sera remplacé par 
une troisième lettre e, et, en continuant de cette manière, 
on tombera nécessairement sur une lettre qui se trouvera 
remplacée par a. Or il est évident que les lettres que lon à 
ainsi rencontrées ont subi une permutation circulaire. 
En prenant une des lettres restantes, et opérant de la 
même manière, on formera un nouveau groupe de lettres 
qui auront subi également une permutation circulaire, 
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et ainsi de suite, jusqu’à ce que toutes les lettres soient 
épuisées. 

En opérant ainsi sur la substitution 


di RS, A AE RU OUPS ?| 
; 


h, 0, d, f, b, j, a, g, e, ©, i, 


£ 


on trouvera qu'elle équivaut aux trois substitutions cir- 
jaires suivantes : 


dits s) LR: OMAN ‘PC EN 
Rise Ve, (a PRE DENT fe SrE 
Le mème procédé doit aussi être employé quand on 


veüt reconnaître si une substitution est circulaire ou non. 
Ainsi on trouvera que la substitution 


d DRAC RLRS, RS EST À 


5 d, LL J5105 OniCyt ts bye, h 


est circulaire, car on peut l'écrire de la manière suivante : 


alarm AT ets 20. d;\},"e 
DROLE 0 AT Cal T Ce 


Si, après avoir eflectué une permutation circulaire sur 
p letires, on répète 1, 2, 3,..., p —x1 fois la même per- 
mutation, on obtiendra p arrangements différents; mais 
en faisant une fois de plus cette permutation, on repro- 
duira l’arrangement primitif. 

Nous désignerons par le mot transposition la permu- 
tation circulaire de deux lettres, c’est-à-dire l'opération 
qui consiste à échanger simplement ces deux lettres l’une 
avec l’autre , et nous indiquerons par la notation abrégée 
(a, b) la transposition des lettres a et b. 

Il est évident que toute substitution, circulaire on non, 
équivaut à une série de transpositions. Car supposons 
qu'il s'agisse d'opérer une substitution quelconque sur 
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les letires 


GE, Are ee » 


on amènera & à la nouvelle place qu’elle doit occuper par 
une transposition ; cela fait, une autre transposition amè- 
nera D à la place qu’elle doit occuper, et ainsi de suite, 
jusqu'à ce que toutes les lettres aïent pris les places qu'on 
veut leur donner. 


Théorème de M. Cauchy. 


La démonstration du théorème de M. Cauchy repose 
sur Jes quatre lemmes suivants : 

Leumes I*. — Si une fonction de n lettres n’est pas 
changée par une substitution circulaire effectuée sur p 
lettres, elle ne changera pas non plus en répétant cette 
substitution un nombre quelconque de fois. 

Ce lemme est presque évident; car, soit la fonction 


Bd: PORTERA EBEERCETE 


ct supposons que cette fonction ne soit pas changée par 
la substitution circulaire du cinquième ordre 


(ee D'ET., d) , 
; g 
bd, ea 


Fa 6510; Fd ee VE TTL CREER A TRE 


on aura 


mais cette égalité ayant lieu quelles que soient les quan- 
tités représentées par &, b, c, d,e, on aura aussi 
{bi el dSre An ES 
F(c, d Eye" D, .) — 
F(d, e, “ PRICE 


Fe 4270 Lt 


car chacune de ces égalités se déduit de celle qui a lieu 
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par hypothèse, en représentant par d’autres lettres les 
quantités qui étaient représentées par &, b, ec, d, e. 

Le mème raisonnement montre que si une fonction 
n’est pas changée en faisant r fois de suite une permu- 
tation circulaire de p lettres, elle ne changera pas non 
plus en répétant 27 fois, 3 r fois, etc., cette même per- 
mutation circulaire. 

Lemme Il.— féciproquement, st p est un nombre pre- 
mier, et st une fonction de n lettres n’est pas changée en 
opérant une substitution circulaire de p lettres, un certain 
nombre de fois inférieur à p, cette fonction ne chan- 
gera pas non plus, en faisant une seule fois La substitu- 
ton circulaire. 

Désignons par 


pt 4 


a 


PET 
e* 


” 
& 


(4 
‘ 


les diverses permutations que l’on peut obtenir en ap- 
pliquant p fois de suite à la fonction donnée une sub- 
stitution circulaire de l’ordre p. Chacune de ces permuta- 
tions se déduira de la précédente d’une manière uniforme. 
Si maintenant la permutation A, donne à la fonction la 
même valeur que la permutation À,, on pourra, d’après 
le lemme 1°", répéter un nombre quelconque de fois la 
substitution par laquelle on passe de la permutation A; à 
la permutation A,. Or, pour avoir les permutations cor- 
respondantes, il suffit de Joindre de r en r les sommets 
du polygone (1), et comme p est un nombre premier, on 
sait qu'on ne reviendra au point de départ qu'après avoir 
rencontré tous les sommets; d’où il suit que les permu- 
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tations 
Ars ”:\, CARTER Ah 


donnent la même valeur à la fonction. 
Leume IL. — Sy une fonction n’est changée par au- 

cune substitution circulaire opérée sur p lettres, elle ne 

sera pas changée non plus par une substitution circularre 

opérée sur trois lettres quelconques. 
Soit 


(1) ao d, 2e," ki 1] 
b, CM 1514 
une substitution circulaire d'ordre p; la substitution 


HEC. dr. RER "a 
ln 0 RE. ... vu. l 


1 


(2) 


sera également circulaire. En effet, en opérant, comme 
il a été indiqué au commencement de cette leçon, on 
peut écrire cette substitution de la manière suivante : 


F CON s To D AUD 
Van ARUIENE Di 
Done, puisque, par hypothèse, la fonction qu'on considère 
n’est changée par aucune substitution circulaire de » 
lettres, on pourra, sans changer sa valeur, lui appliquer 


successivement les deux substitutions (1) et (2), ou, ce 
qui revient au même, la subsiitution unique 


ADS CSST PENENTTR CE 
CBS Us De ENT 
Mais cette dernière revient simplement à remplacer les 


trois lettres a, b, c, par c, a, b; la fonction ne sera 
donc pas changée par la substitution 


( Pc £ a TC, ) 
TE 7 Hu 4 CFD, a)” 


Nr 
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qui est. circulaire, et qui doit être effectuée sur trois 
lettres quelconques. 

Lemme 1V.—Siune fonction n'est changée par aucune 
substitution circulaire de trois lettres, elle n’a au plus 
que deux valeurs. 

Toute substitution circulaire de trois lettres équivaut 
à deux transpositions opérées successivement. Ainsi la 


A; 0,:CX 

D; 0, a 
revient à opérer d’abord la transposition (a, b), puis en- 
suite la transposition (a, c), qui a une lettre commune a 


substitution 


avec la première. Ainsi, dire qu'une fonction n’est chan- 
gée par aucune substitution circulaire de trois lettres, 
c'est dire qu'elle n'est pas changée par deux transposi- 
tions ayant une lettre commune, opérées successivement. 

Soit donc V une fonction de » lettres a, b, c, d, etc., 
qui n’est changée par aucune substitution circulaire de 
trois lettres. D'après ce qui précède, V ne changera pas 
en opérant successivement deux transpositions (a, b), 
(a, c), ayant une lettre commune. Supposons que V de- 
vienne V, quand on lui applique la transposition (a, b), 
(V; pouvant être égal à V}), la transposition (4, c) devra 
changer V, en V,et, par suite, Ven V,; car, faire deux 
fois de suite une transposition, c’est ne faire aucun chan- 
gement. [1 résulte de là que deux transpositions (a, b), 
(a, c), qui ont une lettre commune, produisent le même 
changement sur la fonction: il en sera de même des deux 
transpositions (&, c), (c, d)et, par suite, des deux trans- 
positions (a, b), (c, d) qui n’ont aucune lettre com- 
mune. 

Cela posé, toute substitution équivalant à plusieurs 
transpositions, on voit que V n’a au plus que deux va- 
leurs; car si une première transposition change V en V;, 


24] 
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une seconde changera V, en V, une troisième Ven V,, 
et ainsi de suite; en sorte que V n'aura que deux valeurs, 
et elle n’en aura même qu'une si V — V,. 

Taéorème ne M. Caucny. — S% une fonction de n 
lettres a moins de p valeurs, p'étant le plus grand 
nombre premier contenu dans n, elle ne peut en avoir 
plus de deux. 

Soient V une fonction de 7 lettres, p un nombre pre- 
mier contenu dans %, et supposons que la fonction V ait 
moins de p valeurs. 

Parmi les n lettres de Îa fonction V, prenons-en p au 
hasard, formons avec ces p lettres un premier arrange- 
ment À,, puis faisons subir aux p lettres de cet arrange- 
ment une substitution circulaire, et répétons-la p —1: 
fois; on aura en tout p arrangements que nous désigne- 
rons par 

Ai,° A5, 45,:.., Ah: 


Appliquons à la fonction V les p substitutions 


A, A, A, A, 
A. à.) À; AE 
il en résultera p valeurs de V, que nous représenterons 


par 
NE Vas NS EN 


] 
ou, les rangeant en cercle, par 


Apr 
À 
4 


Tape 


- 
2 un es PE 


Or, par hypothèse, la fonction V à moins de p valeurs 
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disunctes ; il y a donc au moins deux valeurs de V égales 
entre elles parmi celles que nous venons d'écrire. Sup- 
posons que l’on ait 

Vu = Vs; 

alors la fonction V,, ne change pas*quand on fait subir 
aux p lettres que nous avons considérées r fois de suite 
une substitution circulaire, elle ne changera donc pas, 
p étant un nombre premier, si l’on ne fait qu’une seule 
fqis cette substitution, et, par suite, si on la fait un 
nombre quelconque de fois. Mais chaque valeur de V se 
déduit de la précédente par une substitution circulaire 
des p lettres considérées; donc les p valeurs de V sont 
égales entre elles. 

IT résulte de là que la fonction V n'est changée par 
aucune substitution circulaire de p lettres, donc elle ne 
le sera pas non plus par une substitution circulaire de trois 
lettres (lemme TT), et, par conséquent, elle n’a que deux 
valeurs au plus (Ilemmé IV). 

CorozLaire 1. — Si 7 est premier, on peut prendre 
p=n, et l’on a ce théorème : Sz une fonction de n lettres, 
n étant premier, a moins de n valeurs, elle ne peut en 
avoir plus de deux. 

En particulier : Sf une fonction de cinq lettres a plus 
de deux valeurs, elle en a au moins cinq. 

CorozLAaIRE I. — Youte fonction de n lettres qu a 
deux valeurs n’est changée par aucune substitution cir.- 
culaire de trois lettres, et, par conséquent, est changée 
par une transposition quelconque. 

En effet, d’après le théorème précédent , une fonction 
qui a moins de trois valeurs n’est changée par aucune sub- 
stitution circulaire de trois lettres, et, d’après le lemmeIV, 
toutes les transpositions produisent le même changement 
sur la fonction; sa valeur doit donc changer par une 
transposition quelconque si elle n’est pas symétrique. Et, 


17 


/ . 
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en général, une substitution quelconque change où ne 
change pas la valeur de la fonction, suivant que celte 
substitution équivaut à un nombre pair ou impair de 
transpositions,. | 


Forme générale des fonctions qui ont deux valeurs. 


On peut toujours, quel que soit 7, former des fonc- 
tions de 7 lettres qui n'aient que deux valeurs. 


Considérons, en effet, les 7 lettres . 


CR A re 
et désignons par # le produit de toutes les différences ob- 
tenues , en retranchant de chacune de ces lettres succes- 
sivement chacune des suivantes, on aura 

v— (4 —b)(a —6). la Pb = cher bi 

Le carré de v est évidemment une fonetion symétrique, 
et, par conséquent, #” ne peut avoir que deux valeurs 
égales et de signes contraires. Ces deux valeurs existent 
effectivement; car on voit que # se change en — # quand 
on change a et b l’une dans l’autre. 

On peut trouver très-facilement la forme générale des 
fonctions qui n’ont que deux valeurs. Désignons par V une 
fonction quelconque qui n’a que deux valeurs distinetes, 
il est aisé de voir que le produit Vv n'aura aussi que deux 
valeurs. Soient, en effet, V et V, les deux valeurs de V; 
# et — y étant ceiles de »; d’après ce qui a été établi pré- 
cédemment, une substitution ne changera ni V ni #, si 
elle équivaut à un nombre pair de transpositions; au con- 
traire, elle changera V en V, ets en — », si elle équivaut 
à un nombre impair de transpositions; d’où il suit évi- 
demment que la fonction Vs n'a que les deux valeurs Vs 
et — V,v. Si donc on fait 


À 
Vo — 4 0 0D 
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À et B seront des fonctions symétriques (voir deuxième 
leçon). De ces équations, on déduit \ 
A B "A 
hic RE ES 
e) 2 


V= = 
1 BOT 


+ A B rs LR | # . 
LEURS, à et Le sont des fonctions symeiriques; on peut 
AE 
œionc écrire plus simplement 


V re AS + Br. 
Telle est la forme générale des foneuons qui n'ont que 
deux valeurs; À et B désignent des fonctions symétriques, 
et # la fonction - 
(a b)(a - 


dont les deux valeurs sont égales et de signes contraires 


cms © 2— 
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Sur [a forme générale des fonctions de cinq lettres, qui ont cinq valeurs 
distinctes. — Forme des fonctions rationnelles de cinq variables qui ont 
cinq valeurs.— Théorème de M, Bertrand sur le nombre des valeurs que 
peut avoir une fonction de n lettres. — Forme générale des fonetions. 
de x lettres qui ont n valeurs distinctes lorsque’ r est supérieur à 7. — 
Sur les fonctions de sept lettres. 


Sur La Jorme générale des fonctions de cinq lettres qui 
ont cinq valeurs distinctes. 


Abel a démontré, le premier (OEuvres complètes , t. }, 
page 19), le hébrèhe suivant relatif aux fonctions de QUE 
lettres. 





TaéonÈme. Une fonction de cinq lettres dont le, 
nombre des valeurs distinctes est cinq, est symétrique 
par rapport à quatre lettres. 


Soit V une fonction de cinq lettres 
a, #0,50; dre 


ayant cinq valeurs. Si l’on y permute quatre des cinq 
lettres qu’elle content, b, c, d,e, par exemple, on 
obtiendra un nombre de valeurs Été qui sera un 
diviseur du produit 1.2.3.4; mais, d’après l'hypothèse; 
ce nombre de valeurs ne peut surpasser cinq, ce sera done 
Fun des quatre nombres 1, 2, 3, 4. Nous allons examiner » 
pheceeeMEnt chacun de ces quatre cas. 

°. La fonction V n'a qu'une seule vale ur quand on 


y permute les quatre lettres b,c;d,e.* 
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Elle est alors symétrique par rapport à ces quatre 

* lettres. 

2°. La fonction V à quatre valeurs distinctes quand 
on y permute les lettres b, c, d, e. 

Soient V,, V:,W:, V,,.ces quatre valeurs de V, et V, 
la cinquième des valeurs que peut prendre V par les per- 
mutations des cinq lettres a, b,c,d,e. 

Aïnsi que nous l'avons montré précédemment (deuxième 
lecon), la fonction 


VIEVi HV: + Vi +V, 


est symétrique par rapport aux cinq lettres a, b,c,d,e. 
Pareillement 
Vi+ Vi + Vi Vi 


est symétrique par rapport aux quatre lettres b, c, d,e. 
D'ailleurs, on a 


Vs = CV HV ENV HV HV) — UV HV Vi Vi). 


Donc V; est symétrique par rapport aux lettres b, c, d,e, 
et, par conséquent, V est symétrique par rapport à quatre 
lettres. 
3°. La fonction V a deux valeurs quand on y per- 
mute les lettres b, c, d, e. 
Si l’on pose LA 
p=Mb— c)(b — d)(b — €) (ce — d)(c —e) (d— e), 


+ V'aura, comme on l’a vu dans la dernière lecon, la forme 
+ suivante 
id” | V = A+. Br, 


À et B étant des fonctions de a, b, c , d, e, symétriques 
par rapport à b,c,d,e. 
Faisons dans V Îles cinq transpositions 


(4, a), (a , b), (a, 6); (a, d), (a, e), 
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et désignons par RE - 
À ;, À, À, À, , AE j eu 

les cinq valeurs de À, qui seront égales entre elles si À 

est symétrique par rapport aux cinq lettres, par 


Lie B;, B;, B;; B; 


les valeurs correspondantes de B, lesquelles pourront aussi 
ètre égales entre elles, et enfin par 


Pis Pro Pas Pas 5 


les valeurs correspondantes de #; on aura les dix valeurs 


suivantes de V, 
A, E B,v, 


One PEN 

À, © B,v;,, 

ANSE BP. 

Aer AB Pr: 
Je dis que ces dix valeurs seront distinctes si À n’est pas 
symétrique par rapport aux lettres a, b, c, d,°.e, au 
quel cas A,, A, À:, À,, A, sont différentes. En effet, 
si l’on avait, par exemple, 


A; Au B, v, — A; sm 30 y 





il engésulterait 
A, — À, — rare FR: Po ZE B, ÿ, : 


ce qui est impossible, car le premier membre est symé- 
trique par rapport aux trois lettres c, d,e, B, et B, le 
sont aussi, et nous avons vu que #, et #, changent de si- 
gne par une transposition quelconque (ce, d). 

L'égalité précédente peut avoir lieu si À est symétrique 
par rapport aux cinq lettres &, b, c, d, e, auquel cas 
À, — À,; mais alors il en résulte . | 


(B, e,}? x ( B, OA EE 
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Par conséquent, la fonction (Bv)°? ne change pas par la 
transposition (a, b); et comme cette fonction est déjà 
symétrique par rapport à D, c, d,e, elle l’est aussi’par 
rapport aux cinq lettres : donc sa racine carrée Be n'a 
que deux valeurs égales et de’signes contraires, V n’a donc 
aussi que deux valeurs. 

Il résulte de là qu'une fonction de einq lettres qui à 
deux valeurs par les permutations de quatre lettres, en à 
dix ou deux seulement par les permutations des cinq let- 
tres. Il est donc impossible qu’une fonction de cinq lettres 
qui a cinq valeurs en ait deux seulement par les permu- 
tations de quatre lettres. 

4°. La fonction V a trois valeurs quand on y per- 
mute Les lettres b, c, d,e. 

Soient V,, V,, V, ces trois valeurs de V, V, et V,; les 
deux autres valeurs que peut prendre V, par les permu- 

tations des cinq lettres a, b, c, d, e. On a 


Vi + Vi: (V, HV: + Vs: +V, +V.) BA (V, + V: +V:), 


et l’on en conclut aisément que V, +V,; est une fonction 
symétrique des quatre lettres b, c, d, e. Posons 


(1) V, +V; = 21; 

V, VV, V, Viet V, V, V; étant aussi des fonctions sy- 
métriques de b, c, d, e (deuxième leçon), il en sera de 
même de leur quotient V, V;; par conséquent (V,— V;) 
sera aussi une fonction symétrique de b,ce, d,e, et la 
fonction 


{ 


n'aura que deux valeurs par les permutations de ces 
quatre lettres. Des égalités (1) et (2), on tire 


V, A ER) V'= ASP; 


donc Vset V, n'ont que deux valeurs par les permuta- 
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tions des quatre lettres D, c, d,e, et, par conséquent, V 
aura aussi deux valeurs seulement par les permutations 
de quatre lettres parmi les cinq, a, b, ce, d, e; et, d’a- 
près ce qu'on a vu précédemment, elle en aura dix ou 
deux seulement par les permutations des cinq lettres. Il 
est donc impossible qu’une fonction de cinq lettres qui a 
cinq valeurs en ait trois par les permutations de quatre 
de ces cinq lettres. 

Aïnsi une fonction de cinq lettres qui a cinq valeurs 
est nécessairement symétrique par rapport à quatre d'en- 
re elles. Il est d’ailleurs évident qu’une fonction de cinq 
lettres symétrique par rapport à quatre d’entre elles, a 
effectivement cinq valeurs, et, plus généralement, qu’une 
fonction de » lettres symétrique par rapport à #7 —:1 
d’entre elles a précisément 7 valeurs. 


Forme des fonctions rationnelles de cinq variables qui 
ont cinq valeurs. 


Soient a, b, c, d, e cinq variables quelconques; for- 
mons l'équation du cinquième degré 


X =. 2 + pal + qui +re + sr +t—=O, 


quiaa,b,c, d,e pour racines, et dont les coeflicients 
P; 4 r; 8, t sont des fonctions symétriques. Soit aussi 
vi F(a, b, c, d, 6) 
Mila Pod) 
une fonction rationnelle de a, b,c, d,e ayant cinq va- 
leurs , et qui est, par conséquent, symétrique par rapport 
à quatre de ces cinq lettres, que nous supposerons être 
b,c,d,e; ei f désignent ici des fonctions entières et 
symétriques des racines de l'équation 


X 





. 
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qu'on pourra exprimer rationnellement par les coefli- 

cients de cette équation, c’est-à-dire en fonction de a et 

des fonctions symétriques p, g, etc. V est donc une fonc- 

tion rationnelle de a, et peut se mettre sous la forme 

d’un polynôme du quatrième degré en a (voir deuxième 

leçon). 

La forme la plus générale des fonctions rationnelles de 

cinq variables, qui ont cinq valeurs, est donc 


V—= A+ Bxz + Cr’ + Dri + Ex, 


x désignant l’une de ces variables, et À, B, etc., des fonc 
tions symétriques. À 

CorozLaiRE. — Il résulte de là que si l’on cherchait à 
faire dépendre la résolution de l'équation générale du 
cinquième degré de celle d’une résolvante, qui füt aussi 
du cinquième, on retomberait forcément sur la transfor- 
mation de Fschirnaüs que nous avons indiquée dans une 
précédente leçon. 


Théorème de M. Bertrand sur Le nombre de valeurs que 
peut avoir une fonction de n lettres. 


Postulatum.— Si n est un nombre enter > 7, ily a 





au moins un nombre premier p compris entre 72 —2 et . 
Cette proposition peut se vérifier à l’aide des Tables de 
uombres premiers pour toutes les valeurs de » inférieures 
à 6000 000. 

La démonstration du théorème de M. Bertrand, ainsi 
que celle du lemme qui va suivre, repose sur ce postula- 
tum. 

Lemmre. — Soit 


NP Fa, b, ê, dd, a ko l) 


une fonction de n lettres aÿant moins de n valeurs. Sp 
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7 s À 7è 
désigne un nombre premier, compris entre n-- 2 €t 
2 


; na 
ou égal à oo ét qu'avec les n lettres, 


2, OPEN IE ee EE 


on forme deux groupes, l’un de p, l'autre de deux 
lettres, id y aura au moins un de ces deux groupes jouis- 
sant de la propriété que la fonction V ne sera pas chan- 
gée par une permutation circulaire des lettres qui le 
composent. 

Sqient a et b deux lettres quelconques parmi les z lettres 
données a, b, c, etc., on formera, en les transposant, les 
deux arrangements (a, b), (b, a). Considérons aussi l’un 
des arrangements de p lettres prises parmi les 2 — 2 qui 
restent, faisons subir aux lettres de cet arrangement une 
permutation circulaire, et répétons-la p--1r fois; on for- 
mera, de cette façon, p arrangements; et, en combinant 
chacun de ces p arrangements avec les deux des lettres a 
et b, on aura en tout 2p arrangements des p + 2 lettres, 
auxquels correspondront 2p valeurs de la fonction V. 
Mais, par hypothèse, V a moins de 7 valeurs distinctes, 
et 2p est au moins égal à n; done, parmi les 2p valeurs 
de V, il y en a au moins deux qui sont égales entre elles. 
Cela posé, il convient de distinguer trois cas : 

1°. Les deux valeurs égales de V correspondent à un 
même. arrangement des p lettres et ne diffèrent que par 
l’ordre des deux lettres & et b. Alors on passe de l’une à 
l’autre des valeurs de V, par la transposition (a, b). Geïte 
transposition ne change donc pas la valeur de V. 

2°. Les deux valeurs égales de V correspondent à un 
même arrangement des deux letires & et b, et à des arran- 
gements différents des p autres lettres. Alors la fonc- 
tion V n'est pas changée en répétant plusieurs fois une 


. è | , 
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permutation circulaire de ces p lettres; donc elle ne 
changera pas non plus en ne faisant qu’une seule fois 
cette permutation. 

3°. Enfin, les deux valeurs de V correspondent à des 
arrangements qui diffèrent tant par l'ordre des deux 
lettres 4 et b que par celui des p autres lettres. Alors la 
fonction V n'est pas changée en répétant un certain 
nombre r de fois une permutation circulaire des p lettres, 
pourvu qu’on change en mème temps a et à l’une dans 
l’autre. On pourra donc faire une seconde fois cette opé- 
ration sans changer la valeur de V, maïs alors a et b au- 
ront repris leurs places, et l’on aura seulement fait subir 
aux p lettres de l’autre groupe 27 fois une même permuta- 
tion circulaire. D'où il suit, comme dans le second cas. 
qu'une permutation circulaire des p lettres ne changera 
pas la fonction. Et comme, après avoir fait plusieurs fois 
la permutation circulaire de ces p lettres, on peut, sans 
changer V, faire la transposition (a, b), cette transposition 
ne changera pas non plus la valeur de la fonction. 

La proposition est donc démontrée. 


Remarque. — La démonstration qui précède se fait, 
comme on voit, avec le mème succès, que p soit compris 


2 ÿ ; Wu ; V7 ) 
entre 7 — 2 et —» Ou qu il soit précisément égal à -. Mais 
À 2 


. 7 ? lé Lé 
si p est > 5? on peut étendre un peu l'énoncé de la pro- 
position , et dire : 


Si une fonction de n lettres n’a pas plus de n valeurs, 
et si p désigne un nombre premier compris entre n — 2 


n 
et ren formant deux groupes, l’un de deux, l'autre de 


p lettres, il y aura au moins l’un de ces groupes qui joutra 
de la propriété que la fonction ne sera pas changée par 
une permutation circulaire des lettres qui le composent. 
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Ce nouvel énoncé ne serait pas exaët si, entre 7 — 2 
EU à i ! 
PES LM y avait effectivement aucun nombre premier. 

2 


Tel est le cas de n — 6. 

Taéorème DE M. Benrrann. — Si une fonction de n 
lettres, non symétrique, a moins de n valeurs, elle ne 
peut en avoir plus de deux. 

Supposons que la fonction 


VISE (2,0, c, dE 


des 7 lettres a, D, ce, etc., ait moins de 7 valeurs. Ceue 
fonction n'étant pas symétrique, il y aura au moins deux 
PASSE UE ST 

lettres a et b dont la transposition changera sa valeur. 
Désignons par p un nombre premier compris entre a — 2 

2 £ MT | e 
et —; ou égal à —, puis parmi les ñ — 2 lettres 

2 2 

c'es Als 


prenons-en p au hasard. D’après le lemme précédent, la 
fonction V ne sera pas changée par une permutation cir- 
culaire de ces p lettres, puisqu'elle est changée par celle 
des deux lettres a et db, et que, parmi les deux groupes, 
Pun de deux, lPautre de p lettres, il y en a un dont la per- 
mutation circulaire ne la change pas. | 

Il suit de là que V, considérée comme fonction des n — 2 
lettres 

CR LENS E4 
n'est changée par aucune substitution circulaire de P 
lettres ; par suite, elle ne l’est pas non plus par une per- 
mutation circulaire de rois lettres, elle n’a donc au plus 
que deux valeurs (vor la leçon précédente). 

Nous examinerons d’abord le cas où la fonction V est 
symétrique par rapport aux z — 2 lettres c, d,...,k, £, 
puis celui où elle a deux valeurs par les permutations de 
ces lettres. 
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1°, V est symétrique par rapport aux n — 2 lettres 
CR TR, L. 

Si V n'a pas précisément z valeurs, cette fonction chan- 
gera par la transposition de l’une des lettres a et b avec 
l’une quelconque des 7 — 2 autres; car autrement V serait 
symétrique par rapport à 2—1 lettres, et aurait précisé- 
ment » valeurs, On ne peut donc avoir 


PR Os a De (al cb dk, 1): 


Il n’est pas possible non plus que V conserve la même 
valeur lorsque les deux lettres a et b sont changées en 
deux autres c et d, car on aurait alors 


RAA CT TR cdi, DIRE LS 


et le second membre serait symétrique par rapport à a et b, 
tandis que le premier ne l’est pas par hypothèse. Enfin 
l'égalité - 

MO 6 5 ke MP OC «3 dar TL) 


est de même impossible; car le second membre est symé- 
trique par rapport à a et d, tandis que le premier ne l'est 
pas. 

D'où il suit que, si V n'a pas précisément n valeurs, 
cette fonction en aura autant qu'il y a d’arrangements de 
n lettres deux à deux, c’est-à-dire 7» (7 —1). 

Comme, par hypothèse, la fonction V a moins de 7 va- 
leurs, il est impossible qu'elle soit symétrique par rapport 
aux 7 — 2 lettres c, d,..2, k, 4 

2°, V a deux valeurs par les permutations des n — 2 
létires c, d,...,k, L. 

Je dis que, dans ce cas, la fonction V ne sera changée 
par aucune permutation circulaire de p lettres prises 


parmi les 7 
Me Load a nr 
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et, par suite, qu'elle n'aura que deux valeurs distinctes 
par les permutations de ces 7 lettres. 

Remarquons d’abord que V n'ayant que deux valeurs, 
par les permutations des 7 — 2 lettres c, d,...,k, ! change 
par une transposition quelconque de deux de ces lettres, 
etn’est pas changée par une permutation circulaire opérée 
sur p de ces »— lettres. Supposons, en second lieu , qu'on 
prenne p lettres parmi les n lettres à, b, etc., et que parmi 
ces p lettres se trouvent a et b ou au moins l’une d'elles, 
il y aura au plus dans ce groupe p —r lettres prises parmi 
c, d,...,k, l; et comme p est <n— 2, il restera au moins 
deux de ces dernières lettres qui ne feront pas partie du 
groupe de p lettres. Or la transposition de ces deux-là 
change la valeur de la fonction; done, d’après le lemme 
précédent, la permutation circulaire des p lettres ne la 
changera pas. 

La fonction V n'étant changée par aucune permutation 
circulaire de p lettres, ne le sera pas non plus par une 
permutation circulaire de trois lettres, et, par consé- 
quent, elle n'aura que deux valeurs, ainsi que nous 
l’avons vu dans la dernière leçon. 


. . 72 . 
On voit donc que si entre 7 — 2 el = 1l y a un nombre 


. = Ve . . 
premier, OU S1 5 est un nombre premier, une fonction 


de 2 lettres qui a moins de 7: valeurs ne peut en avoir 


que deux au plus. 


rs 


En particulier, comme ; Cst un nombre premier, on 


a ce théorème démontré depuis longtemps par M. Cauchy: 
Une fonction de six lettres, qui a moins de six va- 
leurs, ne peut en avoir plus de deux. 
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Sur la forme des fonctions de n lettres qui ont 
| n valeurs. 
Soit | 
VER Die, de RE) 

une fonction de n» lettres a, b, c,...,k, 71, qui a préci- 
sément 72 valeurs, et supposons que la transposition (a, b) 
change la valeur de cette fonction; on fera voir, comme 
précédemment, que la fonction V ne peut avoir que deux 
valeurs au plus par les permutations des 7 — 2 lettres c, 
d,...,k, 1, pourvu qu'il existe un nombre premier com- 


“ rt 0 e A LA 
pris entre n— 2 et me alors la fonction V doit être symé- 


trique par rapport aux 2 — 2 lettres c, d,...,k, 7, car, sil 
en était autrement, on a vu qu'elle n'aurait que deux 
valeurs. Je dis même qu'elle doit être symétrique par rap- 
port à 7 — 1 lettres, car autrement elle aurait 7 (n — 1) 
valeurs, comme nous l’avons fait voir tout à l’heure; d'ou 
il résulte que, s’il existe un nombre premier compris entre 
1—2et = on a ce théorème, déjà démontré pour #7 —5. 


24 


Tuéorime. — Une fonction de n lettres qui a n va- 
leurs est symétrique par rapport à n —1 lettres. 
Remarque. — La démonstration ne s'applique pas aux 


fonctions de six lettres, et il est très-remarquable que le 
théorème n'ait pas lieu dans ce cas. Il y a, en effet, des 
fonctions de six lettres qui ont six valeurs, sans être sy- 
métriques par rapport à cinq lettres. 


Sur les fonctions de sept lettres. 


La démonstration que M. Bertrand a donnée de son 
théorème ne s’applique pas aux fonctions de sept lettres, 


parce qu'entre 7—2et Ê il ny a aucun nombre premier ; 


18 
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mais, comme 7 est-un nombre premier, le cas des fonc- 
ons de sept lettres est compris dans le théorème de 
M. Cauchy. 3 

Quant aux fonctions de sept lettres qui ont précisément 
sept valeurs, il est très-facile de démontrer qu'elles sont 
symétriques par rapport à six lettres. 

Soit. en eflet, 


A A UE b, Cs d, C3 ve g) 


une fonction de sept lettres ayant sept valeurs ; le nombre 
des valeurs que prend V, par les permutations de six 
lettres, b,c,d,e, f, g par exemple, doit être un diviseur 
de 1.2.3.4.5.6; et comme ce nombre est au plus égal 
à 7, cesera nécessairement l’un des nombres 1, 2,3, 4, à 
ou 6. D'ailleurs une fonction de six lettres qui a moins 
de six valeurs n’en a au plus que deux; donc notre fone- 
tion V ne peut avoir que une, deux ou six valeurs par les 
permutations des six lettres b, c, d,e, f, g. Examinons 
ces LTOIS Cas : 

1°. Si V n'a qu'une valeur par les permutations des 
lettres b, c, d, e, f, g, elle est symétrique par rapport à 
ces lettres. 

2°. SI V a six valeurs V;,,V;,.Vs, Vs, Vs, Vs pariles 
permutations des six lettres, et que V; soit la septième 
valeur de V, on prouvera, comme nous l’avons fait pour 
les fonctions de einq lettres, que V; est symétrique par 
rapport aux six lettres à, c, d,e, f, g. Par suite, V est 
symétrique par rapport à six lettres. 

3°. Si V a deux valeurs par les permutations des six 
lettres à, ec, d,e, f, g, en posant 


= (b— db 4)... (f—8, 


V aura la forme 
V = À + Br, 


VINGTIEME LEÇON. 270 
À et B désignant des fonctions de a, b, c, d,e, f, g symé- 
triques par rapport aux six dernières, et l’on fera voir, 
par un raisonnement identique à celui que nous avons 
employé pour les fonctions de cinq lettres, que V aurait 
alors quatorze valeurs ou deux seulement. 
D'où il suit, comme nous l’avions annoncé, qu’une 
fonction de sept lettres, qui a sept valeurs, est symétrique 
par rapport à six lettres. 


15 - 
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VINGT ET UNIÈME LECON. 


Des fonctions algébriques. — Des fonctions entières. — Des fonctions 
rationnelles, — Classification des fonctions algébriques non rationnelles, 
— Forme générale des fonctions algsbriques. 


Des fonctions algébriques. 


Les considérations développées dans la dix-huitième 
lecon et les suivantes donnent lieu de penser, sans toute- 
fois le démontrer d’une manière rigoureuse, qu'il est 
impossible de résoudre algébriquement les équations gé- 
nérales de degré supérieur au quatrième. Abel est par- 
venu à démontrer cette impossibilité, par une méthode 
qui a été simplifiée ensuite par Wanizel dans quelques- 
unes de ses parties. 

Résoudre une équation algébriquement, c’est former 
une fonction algébrique des coeflicients qui, substituée à 
l’inconnue, satisfasse identiquement à l’équation; la pre- 
mière chose à faire, pour reconnaître si une équation est 
soluble ou non algébriquement, est donc d’étudier la 
forme générale des fonctions algébriques. C’est cette étude 
que nous allons faire ici, et nous démontrerons, dans la 
prochaine leçon, l'impossibilité de résoudre algébrique- 
ment les équations générales de degré supérieur au qua- 
trième. 

Soient 


ERA FE TORE 


k quantités quelconques indépendantes , et # une fonction 
de ces quantités ; # sera une fonction algébrique, si l'on 
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peut l'exprimer en Xi, X+, Xs, etc., à l’aide des opéra- 
tions suivantes, effectuées un nombre fini de fois : 1° l’ad- 
dition ou la soustraction; 2° la multiplication; 3° la divi- 
sion ; 4° l'extraction des racines d’indices premiers. Nous 
ne comptons pas l'élévation aux puissances entières et 
l'extraction des racines de degrés composés, car ces opé- 
rations sont évidemment comprises dans les quatre que 
nous avons mentionnées 


Des fonctions entières. 


Lorsque la fonction » peut se former par les deux pre- 
mières des quatre opérations mentionnées ci-dessus, elle 
est dite rationnelle et entière ou simplement entière. 


Désignons par | 
(ÉCHOS ETS 1.) 


une fonction qui peut être exprimée par une somme d'un 
nombre limité de termes de la forme 


À étant une constante.et M; , m;, etc., des exposants en- 
tiers et positifs. L'opération désignée par f fournit une 
fonction entière, conformément à la définition précé- 
dente; et l’on peut généralement considérer toutes les 
fonctions entières comme obtenues en répétant cette 
opération un nombre limité de fois. Soïent #,, #,, etc., 
plusieurs fonctions de x;, x,, etc., de la mème forme 
que f, la fonction 


f(e NT 0) 


sera évidemment de la même forme. D'ailleurs f (v,,#,,...) 
est l’expression des fonctions obtenues en répétant deux 
fois l'opération f (x, x,,...); d’où il suit qu'on trouvera 
toujours un résultat de même forme, en répétant cette 
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même opération autant de fois que l’on voudra, et que 
toute fonction entière de x,, x:, etc., peut être exprimée 
par une somme de termes de la forme 


à m LAPS 
PONS EL TE 


Des fonctions rationnelles. 


Une fonction v des quantités x,, x, x, etc., est dite 
rationnelle lorsqu'elle peut être exprimée par les trois 
premières des quatre opérations algébriques ci-dessus 
désignées. 

Soient 


TA; Li LS ST ps T3 Zstilei) 
deux fonctions entières, le quotient de ces fonctions 


ebA En 
F(x,, is 





sera évidemment un cas particulier des fonctions ration- 
uelles non entières, et l’on peut considérer toute fonction 
rationnelle comme obtenue en répétant plusieurs fois 
l'opération précédente; maïs en désignant par v,, #., etc., 


Fais Xise..) 


sil est évi- 
F(4,, 2/8) 


plusieurs fonctions de la forme 


dent que la fonction 


ACTUS EME) : 


Lo pi, 70 


peut être réduite à la même forme; d'où il suit que toute 
fonction rationnelle se réduira à la forme 


TRES) 
Fr: Los - à 


C1 
/ 


f et E° désignant des fonctions entieres. 
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Classification des fonctions algébriques non 
rationnelles. : 
Soit 
Jai, di...) 
une fonction rationnelle quelconque; il est évident que 
toute fonction algébrique s’obuendra en combinant l’opé- 


> DRE 
ration désignée par f avec l'opération désignée par V À 
m étant un nombre premier. Si donc p;, pa: désignent 
des fonctions rationnelles de x,, x;, etc., 7,, n,, ete. À 
des nombres premiers, et qu'on fasse 


Ji es I Fa 
/ : ‘a 1 & 
P ART Liyses) Vrs Va: 4 he 


p' sera la forme des fonctions algébriques dans lesquelles 
l'opération désignée par V ne porte que sur des fonctions 
rationnelles. Nous appellerons , avec Abel, fonctions al- 
gébriques du premier ordre les fonctions de la forme p'. 
Soient p:, p,, etc., des fonctions algébriques du pre- 
mier ordre, 2,7, , etc., des nombres premiers; et posons 


U (j 
ee Hi LT 8 er MT da "x 
ET SE FO MN Ep Disc es NP ON Die Le 


p” sera la forme générale des fonctions algébriques dans 


mm F 
lesquelles l'opération désignée par ne porte que sur 
des fonctions rationnelles ou sur des fonctions algébriques 
du premier ordre. Nous appellerons fonctions algébriques 
du deuxième ordre les fonctions de la forme p”. 

De même si p”, p, ete., désignent des fonctions algé- 
briques du deuxième ordre, #", n°,ete., des nombres 
premiers, et qu'on fasse | 


(4 


URLS fi + RESTE 
ne k DA * ? F 
PEN Mio Mano 59 AA UE) Prato 44 CE DS SEL 
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p” sera la forme des fonctions algébriques, où l’opéra- 


ni 


tion désignée par ne porte que sur des fonctions ra- 
tionnelles et sur des fonctions des deux premiers or- 
dres. Les fonctions de la forme p” seront les fonctions 
algébriques du troisième ordre. 

En continuant ainsi, on formera des fonctions algé- 
briques du quatrième, cinquième, etc., x*”"* ordre, et il 
est évident que l’expression générale des fonctions du y” 
ordre sera l'expression générale des fonctions algébriques. 

Il suit de là qu’en désignant par v une fonction algé- 
brique du p*”"* ordre, v aura la forme 


l LU AT na 
re A OP VE Pr Pis Psse ps 


où f désigne toujours une fonction rationnelle, p;, p,,etc., 
des fonctions de l'ordre u —1, 7,, 7, etc., des nombres 


premiers, et 7, r;,etc., des fonctions de l’ordre  —1 ou 
d'ordres moins élevés. 


On peut évidemment supposer qu'aucun des radicaux 


Pi: Vp» etc., ne soit exprimable rationnellement en 


fonctions des autres radicaux et des quantités 71, la) elc. 


Si, en eflet, \/p: était dans ce cas, en portant sa valeur 


dans l’ expression de », on aurait une valeur de v 


\ Naf 
= (r 1132000 rs...) 


de la mème forme que la précédente , mais plus simple, 


puisqu'elle contiendrait Îe radical V/?: de moins. Si de 
même l’un des radicaux qui restent pouvait s'exprimer 
en fonction rationnelle des autres radicaux et des quan- 
tités 71, J2, etC., on pourrait chasser ce radical de l’ex- 
pression de y, qui conserverait d’ailleurs la mème forme ; 
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et si l’on pouvait ainsi continuer jusqu à ce qu'on eût 


2 e ? . ny VE Ne D . 
éliminé tous les radicaux V4 Pi Ÿ Pa , etc., la fonction v 
serait réduite à l’ordre 4 —r. 

Si donc la fonction v est effectivement du x*’”"° ordre, 


o@ peut supposer que les radicaux VP: : WP: etc., aient 
été réduits au plus petit nombre possible, et qu'il soit 
impossible d'exprimer l’un de ces radicaux en fonction 
rationnelle des autres et de fonctions algébriques d’ordre 
inférieur. Et si m désigne alors le nombre de ces radicaux 
qui affectent des fonctions algébriques d'ordre 1 —1, nous 
dirons que la fonction v d’ordre v est du degré m. 

D’après cette définition , une fonction d’ordre x et de 
degré o n’est autre qu'une fonction d'ordre u —1, et une 
fonction d'ordre o est une fonction rationnelle. 

Il résulie de là que si désigne une fonction algébrique 
d'ordre v et de degré m, on aura généralement 


= f(r, Ne: Ma Vo»), 


f désignant une fonction rationnelle, p une fonction al- 
gébrique d'ordre u — 1, #7 un nombre premier, et r, 
r2, etc., des fonctions d’ordre 4, mais de degré m—1.En 
outre, d'après ce qui précède, on peut toujours supposer 

,. L . L] Li] . E . . 
qu'il soit impossible d'exprimer \/P en fonction ration- 
nelle de r;, r., etc. 


Forme générale des fonctions algébriques. 


Dans l'expression précédente de v, f désigne une fonc- 
. . . 72 n Fi C2 
tion rationnelle des quantités r, r,, etc., et \/p; mais 
toute fonction rationnelle de plusieurs quantités peut 
être représentée par le quotient de deux fonctions en- 
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uères, nous pouvons done poser 


s(ns Taie: V») 
= RFC | C MECS Lena ir 
ÿ(r, ‘HE V») 
Li 


oetŸ désignant des foncüonsentières, et si l’on ordonne + et 


{ 
M 
Ÿ par rapport aux puissances de v p où p", on aura pour # 


une valeur de la forme 


î z ? 


SP ch 82 PT ET HN S 
D — ———— = 
L DRE | 


b + t in en + dr pt 


OÙ S93 Sages S, €t los Lis.» Cry Sont des fonctions”en- 
tières de ri, r', etc. 
Soit &« une racine imaginaire de l'équation 
sn Pr 
désignons par 
Ts Lo CENCEE, | 2 


ï 


les 7 — 1 valeurs qu'on obtient en remplaçant dans 1, p" 
successivement par 


Î l l ! 


xp", ap", mp... Xe a" pr, 
et multiplions par T,'T,...T,_, les deux termes de la 
valeur de #, on aura 


MST TT 
DUTT TNT. 


Le produit T,'F,... 7, , peut évidemment s'exprimer en 
fonction entière de p et des quantités 7,, r,, ete. ; ilest 
donc une fonction algébrique d'ordre y et de degré m —1 
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au plus, que nous désignerons par u. Pareïllement, le 
produit ST, T,...T,_, est une fonction entière de r;, 


n 
ra, etc., et V p; nous représenterons sa valeur par 
i 2 Ë 

Uy + ip" + Uap+. 5 + up”, 
et l’on aura | 
: f 2 a 
U +4 pp +Hup +... +u;p 

u 5 


| ’eerne 





ou simplement 


t 2 ë 


= Yo + qi P" + q:p" +. CAR qiP", 


: U L; 
en mettant etc., au lieu de —; —; etc. etc.. 
os F1 % pr Jos 1» 


désignent ici des fonctions rationnelles de r;, r;, ete., 
et p. 
On peut chasser de l'expression précédente de v les 


l 


puissances de p” supérieures à la (72 — 1}*”*. Si, en effet, 
j désigne un nombre qui, divisé par », donne le quo- 
tient get le reste À, on a 


j ñ 
V4 EE PE: L': 
et, en se servant de cette formule, on pourra mettre # 
sous la forme 


Î 2 ni 


(1) 0 = Qi + UP + GP +. + QuniP "; 





0 Yi I»: Qn_1 Étant toujours des fonctions ration- 
nelles de p, r,, r:, etc., et, par conséquent, des fonctions 
algébriques d'ordre y et de degré m—1 au plus, telles, 
en outre, qu'il soit impossible d'exprimer rationnelle- 


ment pen foncuon des quantités dont elles dépendent. 
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Dans l'expression (1) de #, on peut supposer 
Pour le démontrer, supposons d’abord que g; ne soit pas 
nul, et posons 


“a, Pi= pq; 
d'où 


p= P et pr= =; 


q“ qi 
l'expression de » devient 


n—1 


+ VE 2 Yn—1 RE 
0 — DRE PRE Les Pts PEN 
0 { 
ou plus simplement 
L 2 pe 
(2) b—=4o0+p"+qip +... + qnnip", 


en écrivant p au lieu de p;; qg:, qs, etc., au heu de 


2  : 
20 2 etc. 


Î { 
Dans cette nouvelle expression (2) de # qui se déduit 


de (1) en faisant gi — 1, les quantités go, 2, etc., dési- 
gnent toujours des fonctions algébriques d'ordre x et de 
degré m — 1. 

Supposons maintenant que dans l'expression (1) de » 
on ait gi — 0; désignons par g, l'une des quantités 4, 


G», etc., qui n’est pas nulle, et posons 


RL ace 
Ds — il: 
d'où 
A ko 
Pc qd Pr. 


ñ étant premier et À moindre que #7, on peut toujours 


VINGT ET UÜNIÈME LEÇON. 289 


trouver deux entiers « et 6 tels, que 


kha—n6 =}, 


À étant un nombre entier quelconque donné; alors on 


aura 
c 1 


MG DERE 


/ œ 
FC C7 À — 6 Fe 
P’ IPS q, TP ë P; Fe 


On a, en particulier et par hypothèse, 


à l’aide des déux formules précédentes, on substituera 
k 1 1 
aux puissances de p” dans la valeur (1)dev, celles de p”, et, 
après cette substitution, il est évident que la forme de 
{ 
Ÿ , , , s _ 
n'aura pas changé, mais que le coeflicient de p" sera 
Ls 

l'unité; car, dans l'expression primitive de y, p" a pour 
coefficient q,. 

Conczusion. — Il résulte de ce qui précède que toute 
fonction algébrique d'ordre u et de degré m peut étre 
mise sous la forme 


l 2 n—1 


= quete pq" Pat np, 


où n est un nombre premier, qo, q:, etc., des fonctions 
algébriques d'ordre p, mais de degré m—1, et p une 
fonction d'ordre à —x1, dont la racine n°*"° ne peut étre 
exprimée rationnellement par les quantités Jos Q2y EC. 
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VINGT-DEUXIÈME LECON. 


Propriétés des fonctions algébriques qui satisfont à une équation donnée. 
— Démonstration de l’impossibilité de résoudre algébriquement les 
équations générales de degré supérieur au quatrième. 


Propriétés des fonctions algébriques qui satisfont à une 
équation donnée. 


Si l’on considère un polynôme entier et rationnel 
a he a EM PQ, ANT HE, à, ; 


dont les coefhicients &,, a, etc., sont des fonctions ration- 
nelles de quantités quelconques, qu'on regarde comme 
connues, tout diviseur de ce polynôme qui a pour coefli- 
cients des fonctions rationnelles des quantités connues, 
est appelé un diviseur commensurable. 

On nomme équation irréductible toute équation dont 
le premier membre n'admet aucun diviseur commensu- 
rable. 

L’équation générale de degré quelconque, dont les 
coefficients sont indéterminés, est nécessairement irré- 
ductible. 

Cela posé, soit une équation de degré m 


1) a+ a am Ra a +. + An T + Am = 0; 


dont les coefficients sont considérés comme des fonctions 
rationnelles de quantités connues, et supposons qu'elle 
soit résoluble algébriquement. 
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D’après la classification des fonctions algébriques éta- 

blie dans la leçon précédente, si la racine x est une fonc- 

ion algébrique d'ordre w des quantités connues, on 
pourra poser - 


\ 2 R==1 


(2) 2 = + PP + gp +... +q ; 


n— | 


n est un nombre premier, p désigne une fonction d'ordre 

U— 13 Yo: Q2, etc., peuvent être de l'ordre u, mais sont 

d'un degré moindre que celui de x. Enfin, on peut sup- 
sl 

poser qu il soit impossible d'exprimer pen fonction ra- 

tionnelle de p, go, 41, etc. 

En substituant cette expression (2) de x dans l’équa- 
tion (1), on aura un résultat qui pourra évidemment se 
réduire à la forme 

Ù 2 À n—i 


3) DRE HE PH. + lip = 0, 


Re - 


OÙ l'os l'a9 /952- > 1 désignent des fonetions rationnelles 
des quantités p, Qo; 2... Qn-1. Or je dis que l’équa- 


tion (3) exige que l’on ait en même temps 
= 0; 0: RO ie OL 
En eflet, dans le cas contraire, les deux équations 
| SRE OS 
M +2 mr +... +r, ZT — 0 


auraient une ou plusieurs racines communes. Soit k le 
nombre de ces racines, on pourrait former une équation 
de degré À ayant pour racines ces À racines communes, 
pour coefficients des fonctions rationnelles de p, 4. 


ro qi woit 


$ÿ à #2 Fa S'y z° + AO x 9e s42} A D) 
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cette équation , et désignons par 


b + 42 + 2 + ... + t,2! 


un diviseur irréductible de son premier membre, dont 
les coefficients to, t:,...,t;, soient des fonctions ration- 
nelles de p, go; 92... , Qn-1. L’équation 


(4) lb HU 62 + 0 ta = O0 
a toutes ses racines communes avec 
(5) 2 p = 0; 


d’ailleurs son degré ? est au moins égal à 2, car, autre- 
1 

ment, on pourrait exprimer z ou p" en fonction ration- 

nelle de p, Qo, Q2: «+, Qn_1. Si donc z désigne une racine 

quelconque de l'équation (4), cette équation aura au moins 

une autre racine de la forme &z, & étant une racine de 

l'équation 


D ——__— . 
re D 


l'équation (4) aura donc une racine commune avec 
(6) b+taz+thoz +... Htaz —0o, 


et, par conséquent, avec l’équation 

(9) Gi — alt +(a— a)tz+... Ha — a) 2 0, 
que l’on obtient en retranchant de l’équation (6) l’équa- 
tion (4) multipliée par &°. Mais l'équation (4) est supposée 
irréductible, il est donc impossible qu'elle ait une racine 
commune avec l'équation (7), qui est de degré inférieur 
au sien. D'où il suit qu'on a nécessairement 


To —= 0; M O0,...3 ni = O. 


Les équations précédentes ayant lieu, l'expression (2 


| 2 


… 


7 


de x satisfera encore à la proposée (1), en remplaçant p 
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par chacune des 7 valeurs 


Î l ll l 


DPI NO Op", STD, 


où 1, &,6,..., désignent les racines n°" de l'unité. 
On aura ainsi 7 racines de l’équation (1), que nous re- 
présenterons par « 


Ti, Las...) Ln» 
et dont les valeurs seront | , 


Æi = Qo + P' + gp" + MTS MOT mm Eee 

à 3 = 

XI Qo ap + pH ct qu p 

(8) | À s me 
Xs = Go + 6p° + 6*qip +... + 6% 'qn ip *, 





RS 109 /etb eo 10 ag 7900 0.7. 0 2.0.0 0 01e as 0! °e Te ee 0 © @e, 56 es 9 


1 2 n—1 


— 


Le Doi 6 Det... 0", Die 
on voit que ces racines sont diflérentes, car, si deux 


d’entre elles étaient égales, on aurait une équation de 
cette forme 


i 2 


(a — 6) go + (a — 6)p° +(at—6)qpi+ ..!=o, 
qui conduirait aux équations contradictoires 
(a 47 —= 0,1 —6)—0:.:. 


Au surplus, cette remarque n’est pas indispensable pour 
ce qui va suivre. 
En ajoutant les équations (8), en les ajoutant ensuite 
après les avoir respectivement multipliées par 
1, chuis cn AU Ee GES 


puis par 


n—2 Enr n— 2 
LIN MP 120 fe NT RELUS 
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on obtient les suivantes : 


I 
Dita taie Ra), 


_ I 
= > (ei + etes +. +0), 


1 À 
LP £ (x, + Lio Er), 


> 
U 


Sete 0m te te ètre 00. 6e 9 ne de «> 
R—1 


D I 
LEE M = (x HR dr HS + © La) 


Il résulte de là que les quantités 


Î 


P' Jos rise. In 
sont des fonctions rationnelles des racines de l'équation (1). 
On a, en effet, généralement 


di + GP da + GP ms + Hal x, 


(r + arr, + 6 xs +... + où r,)? 


Désignons maintenant par y l’une quelconque des quan- 
F2 
tités D”, Jos 23e - 39" "y EL SOIT 


1 2 T—1\ 


(9) YF = + Ra 820 + .. + PAT 


S53 $23 elc., étant des fonctions qui peuvent être du même 
ordre que y, mais qui sont de degré inférieur. On a, par 
ce qui précède, 
ME a (Ti Lave) 

+ désignant une fonction rationnelle, et x,, æ2:,..., x, 
les m racines de l’équation (1), lesquelles peuvent ne pas 
entrer toutes dans la fonction 9. Soit 1! le nombre de va- 
leurs que prend la fonction ® quand on y permute les 
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racines Æ1, X:, etC.; On pourra former une équation du 
degré m/’ dont les coeflicients seront exprimés rationnelle- 
ment par ceux de l’équation (1), et dont les racines 


Yi Vases Pom 


seront les m2! valeurs de la fonction &. Et comme la va- 
leur (9) de y doit satisfaire à cette équation, on en con- 
clura, comme précédemment, que les quantités 


DS ge SE es Or 


sont des fonctions rationnelles de y,, y2,..., y, et, par 
conséquent, aussi de x, LE x 

Comme on peut continuer indéfiniment ce raïsonne- 
ment, on conclut de ce qui précède, que 

St une équation est résoluble algébriquement, on peut 
donner à la racine une forme telle, que toutes les fonc- 
tions algébriques dont elle est composée soient des fonc- 
tions rationnelles des racines de l'équation proposée. 


L 2 
Démonstration de l'impossibilité de résoudre algébri- 
quement les équations générales de degré supérieur au 
quatrième \ 


Les propriétés des racines d’une équation résoluble 
algébriquement, que nous venons de démontrer, ont lieu 
dans tous les cas, soit qu'il s'agisse d’une équation dont 
les coefficients ont des valeurs déterminées, soit que l’on 
considère ces coeflicients comme indéterminés, et, par 
suite , les racines de l'équation comme étant des quantités 
quelconques , n'ayant entre elles aucune dépendance. 

Nous plaçant maintenant à ce dernier point de vue, 
nous allons démontrer qu'il est impossible de résoudre 
algébriquement les équations générales de degré supé- 
rieur au quatrième. 


19. 
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Ce théorème à été démontré, pour la première fois, 
par Abel; mais je présenterai ici la démonstration très- 
remarquable de Wantzel. On verra, dans cette reproduc- 
tion exacte, un hommage mérité à la mémoire d’un géo- 
mètre que la mort a frappé dans toute la force de son 
talent. Je supprimerai pourtant quelques détails, inutiles 
ici, après les développements que j'ai donnés sur le 
nombre de valeurs qu'une fonction peut acquérir (*). 
Soit 


une équation de degré » dont les coeflicients sont indé- 


terminés, et désignons par 
LPS ORNE 2 


ses mr racines, que nous supposons exprimables algébri- 
quement en fonction de ses coeflicients. 

« Si l’équation f(x) = o est satisfaite par la valeur x, 
» de x, quels que soient ses coeflicients, on doit repro- 
» duire identiquement x, , en substituant dans son ex- 
» pression la fonction rationnelle correspondante à" cha- 
» que radical, puisque les racines de l’équation sont alors 
» entièrement arbitraires. De même, toute relation entre 
» les racines devra être identique, et ne cessera pas 
» d'exister, si l’on y remplace ces racines les unes par les 
» autres, d’une manière quelconque. 

» Désignons par y le premier radical qui entre dans la 
» valeur de x,, en suivant l’ordre du calcul, et soit 


ls = P ; 


» _p dépendra immédiatement des coeflicients de f (x) = 0, 
» el s'exprime ra par une fonction symétrique des racines 


(*) Les guillemets indiquent tout ce qui est emprunté littéralement ax 


Memoire de Wantzel, 


» 


» 


» 


» 


» 


» 


» 


». 
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F{x:, %:, xX3,...)3 y sera une fonction rationnelle 
P(X1, Lo, Ls,...) des:mêmes racines. 
» Comme la fonction 9 n'est pas symétrique, sans quoi 
la racine n°” de p s'extrairait exactement, elle doit 
changer lorsqu'on permute deux racines, x,, x2, par 
exemple; mais la relation 


: D" — F 
sera toujours satisfaite. D'ailleurs la fonction EF étant 
invariable par cette permutation , les valeurs de @ sont 
des racines de l’équation y“ = F, et l’on a 

pÜtrs Lis TL; 3 .. # SES 2 p (Xi, Los DER . < [2 
« étant une racine 2°" de Funité. 
» Si l’on remplace de part et d'autre x, par æ,, et ré. 
ciproquement, il vient 
RANCE RMS EL AU PART TEE CR 1 
d'ou, en multipliant par ordre, 


ŒUES EE 


» Ce résultat prouve que le nombre #7, supposé pre- 
mier, est nécessairement égal à 2; donc le premier 


:.radical qui se présente dans la valeur de l’inconnue 


doit étre du second degré. C’estce qui arrive, en effet, 
pour les équations qu'on sait résoudre. » 
La fonction 4, n'ayant que deux valeurs, change par 


une transposition quelconque, et ne sera pas changée 
(voir dix-neuvième leçon) par une permutation circu- 
laire de trois ou de cinq lettres, car ces permutations 
équivalent à un nombre pair de transpositions. 


« Continuons la série des opérations indiquées pour 


former la valeur x, de x. 


}} 


» On combinera le prenuer radical avec les coeflicients 
de f(x) —o, ôu la fonction 4 avec des fonctions symé- 
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» triques des racines, à l’aide des premières opérations 
» de l'algèbre, et l’on obtiendra aïnsi une fonction des 
» racines susceptible de deux valeurs, et, par consé- 
» quent, invariable par les permutations circulaires de 
» trois lettres. Les radicaux subséquents pourront donner 
» encore des fonctions du même genre, s’ils sont du se- 
» cond degré. Supposons qu’on soit arrivé à un radical, 
» pour lequel la fonction rationnelle équivalente ne soit 
» pas invariable par ces permutations. Désignons-le tou- 
». jours par | : 

VOST CES Mnas)s N 
» dans l'équation 

TE p 


7 


) nous ferons encore 
P — F{x. 5 T2, Le. «) ; 
» cette fonction ne sera plus symétrique, mais seulement 


» invariable par les permutations ci rculaires de trois let- 
» tres. Si l’on remplace 


T; 9 Lo 3 T; 
» par 
Lo Lis À: 
» dans +, la relation 
p" — F 
» subsistera toujours; et, puisque F ne change pas par 
» cette substitution, il viendra 


g(æ) L35 Li ah er )= ap(xi, 2, La» Lio «) 


» à désignant une racine n°”*° de l'unité. » En faisant 
dans cette équation la substitution circulaire 


Le PE TL), 3) 
? 
. 5 Lis Li 
et répétant une seconde fois cette substitution ; on aura | 


(2, Li; Lo; Lis + #) Fee «p(z, L'3 9 Lis L;, LE De 


PA 5 Li Lis Mise) = a p(XsS Liÿ Mis Lise s CM 
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et,en multipliant les trois équations précédentes, « on 
conclura 


= É: 


» Ainsi, n sera égal à 3. 
» Si le nombre des quantités x, ,æ,,x,, æ,, etc., est 
» supérieur à quatre, ou si l'équation f(x) = 0_est d’un 
» degré plus élevé que le quatrième , on pourra effectuer 
» dans ç une permutation circulaire de cinq lettres, en 
» remplaçant 
CRNUA POELE 1 EU PTE 2 
» par 
LS RO TOR TRUE à € 


» la fonction F ne changera pas, et l’on aura 


p(L2) Lay Lis A5 y Lie 8) = æp(zxi, Lay L35 Li y Ts see )s 


» puis, en répétant de part et d'autre la même substi- 
» tution , 


RON AN di rire) Nr(d A Lis Lis Lol. «) 


sr Lee 0 02 00 0 9 0 0 0 0 0 ne © +_e 


» Par la multiplication , on obtient 


Gps 
» ce qui entraine 


» puisque & est une racine cubique de l'unité. Ainsi la 
» fonction o est invariable par les permutations cireu- 
» laires de cinq lettres. » Donc, d’après un théorème 
démontré dans la dix-neuvième leçon, la fonction 9 est 
aussi invariable par les permutations circulaires de trois 
lettres. 

« Ainsi, tous les radicaux renfermés dans la racine 
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» 
)) 
» 


» 


» 


» 


‘ 


» 


» 


») 


» 


» 


) 


» 


» 


d'une équation générale de degré supérieur au qua- 
trième devraient être égaux à des fonctions ration- 
nelles des racines invariables par les permutations 
circulaires de trois racines. En substituant ces fonc- 
tions dans l'expression de x,, on arrive à une égalité 
de la forme 


Li — dx, Los Li Li3 PE) PS se 


qui doit être identique; ce qui est impossible, puisque 
le second membre reste invariable quand on remplace 
Li Nos Lgy PAT Los L3 XL, tandis que le premier change 
évidemment. | 

» Donc, il est impossible de résoudre par radicaux 


une équation générale du cinquième degré ou de degré 


supérieur. 

» La démonstration précédente fait voir en même temps 
que, pour les équations du troisième et du quatrième 
degré, le premier radical, dans l’ordre des opérations, 
doit être un radical carré, et le second un radical 
cubique. Ces circonstances se présentent, en effet, dans 
les formules données par Lagrange et les autres géo- 
mètres. » 
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Des nombres congrus ou équivalents. — Théorème de Fermat.— Théorème 
de Wilson. — Des congruences en général. — Limite des nombres dés 
racines d’une congruence suivant un module premier. — Détermination 
du nombre de racines d’une congruence. — Nouvelle démonstration du 
théorème de Wilson. , 


Des nombres congrus ou équivalents. 


Si la différence de deux nombres entiers a et b, posi- 
üfs ou négatifs, est divisible par un troisième nombre 
positif p, a et b sont dits congrus ou équivalents, par 
rapport à p; le diviseur p est appelé le module; a et b 
sont résidus l’un de l’autre suivant le module p. 

Pour exprimer que a et b sont congrus suivant le mo- 
dule p, il suffit d'écrire 


a = b + un multiple de p, 


mais nous adopterons la notation plus commode de 
M. Gauss, et nous écrirons 


a=b (mod. p). 
Si r désigne le reste de la division de a par p,on a 
ar (mod.p), 
et le reste r' est, si l’on veut, compris entre o et p, ou entre 
EE T 2: d’où il suit que tout nombre à un résidu 


2 
inférieur en valeur absolue à la moitié du module. On le 


nomme résidu minimum ; mais, si l’on ne veut considérer 
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que les résidus positifs, les limites seront o et p, et le ré- 
2, 
2 

L'avantage de la notation de M. Gauss, pour représenter 
les congruences, consiste surtout en ce qu’elle rappelle la 
grande analogie qui existe entre les congruences et les 
égalités, sans qu'il y ait pourtant de confusion à craindre. 
Nous allons faire voir que la plupart des transformations 
que l’on peut faire subir aux égalités peuvent être appli- 
quées aux congruences. 

Addition et soustraction. — Si l’on a 


sidu minimum pourra surpasser 


Il 


b (mod. p), 


Il 


| a' =D" {mod. p), 
on aura aussi 
ata'=bZÆb (mod.p). 


Les congruences proposées expriment , en effet, que 


a = b + un multiple de p, 
a! = b'" + un multiple de p ; 
donc 
aa = bE b + un multiple de p, 
ou 
ata'=æb#b" (mod. p). 


Ce qu'il fallait démontrer. 
Multiplication. — On peut multiplier une congruence 
par un nombre quelconque. Car soit 


a=b (mod. p), 
c'est-à-dire 
a = b + un multiple de p, 
on aura aussi 


ma = mb + un multiple de p, 
ou 


ma = mb (mod. p). 


On peut aussi multiplier entre elles plusieurs con- 
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gruences de même module. Soient, en effet, deux con- 
gruences 

a =Ùb (mod.p) 
a'=0" (mod.p), 
ou 
a = b + un multiple de p, 


a! =b+ un multiple de »p. 
On aura, en multipliant, 
aa = bb! + un multiple de p, 
ou 


aa = bb |mod.p). 


Ce qu'il fallait démontrer. 
On voit généralement que, si l’on a 


a = b, 
a’= 0! 
218:0'07.+:2- 6e (mod, »), 
atr) — bin), 
on aura aussi 
aa... fat) = bb';., b(w. 
Élévation aux puissances. — On peut élever à une 


même puissance les deux membres d’une congruence. 
Cela résulte immédiatement de ce que nous venons de 
dire au sujet de la multiplication. Si donc on a 


a=b (mod. p) 
on aura aussi 
a" = 0". (mod. p). 
CoRoLLAIRE. — Soit 
fx) = Ar" + Bar +... 


une fonction entière et rationnelle de x, dont les coefli- 
cients soient des nombres entiers; si l’on a 


«= b (mod. p), 


300 VINGT-TROISIÈME LEÇON. 
on aura aussi 
f(a)= f(b) (mod. p}. 
Division. — On peut diviser une congruence par un 
nombre quelconque premier avec le module. 
Soit, en effet, la congruence 
ma = mb (mod. p), 


ou 
ma = mb+pX 4; 


on aura, en divisant par 72, 





PS 


m 


a = b + 


el, si l’on suppose »1 premier avec p, g devra être divi- 
sible par m», et l’on aura 
a = b + un multiple de p, 


ou 
aæb (mod. hp). 


Ce qu'il fallait démontrer. | 

On peut aussi diviser une congruence par une autre, 
pourvu que les membres de la seconde soient premiers 
avec le module. Soient, en effet, les deux congruentces 


(1) aa = bb" (mod. p), 
(2) a=b (mod. p). 
Désignons par r le résidu minimum de la diflérence a4'—", 
on aura RÉ MT 
‘ d N = “# + 
(3) a =bÆEr (mod.p),. 


et, en multipliant (2) et (3), 
(4) aa" = bb Æ br (mod. hp). 
Des congruences (1) et (4), on déduit 


br=æ 0 (mod. p); 
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or pest premier avec b par hypothèse, on aura donc 


ræ=o (mod.p) pa 
ou 
Pt 0 


puisque 7 <7 p. On a donc 
a =’ (mod. ph). 


Ce qu'il fallait démontrer. 
T'héorème de F'ermat. 


Si pestun nombre premier qui ne divise pas a, aP7!—1 
est divisible par p ; en d'autres termes, on a 


aP-'æ=1 (mod. p). 


Soient a et p deux nombres premiers entre eux, et 
considérons les p — 1 multiples de a 


(ES ar io A Ans DT) as 


l’un de ces nombres ma, par exemple, ne saurait être 
divisible par p, puisque p est premier avec a, et qu'il 
.surpasse m7. Il en est de même de la différence ma — m'a 
de deux termes de la suite précédente; car cette différence 
est elle-même un terme de la suite. Si donc on prend les 
résidus minima positifs des nombres (1) par rapport à p, 
ces résidus sont tous différents, et aucun d’eux n’est nul : 
ce seront donc, dans un certain ordre, les nombres 


(2) 1,2, 8,...,(p—1). 


Les nombres (1) étant respectivement congrus aux 
nombres (2), on aura, en multipliant toutes ces con- 
STruences , 


1.2,3,.,(p—1)atæ1t.2.3...(p—1) (mod. p). 
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Supposons maintenant que p soit un nombre pre- 
mier, on pourra diviser la dernière congruence par 
1.2.3... p—1, car ce nombre est premier avec le mo- 


dule, et l’on aura 
ap7'æ=1 (mod. ph). 


Ce qu'il fallait démontrer. 


Théorème de Wilson. 
Sip estunnombrepremier, lasomme 1 .2.3...(p—1)+1 
est divisible par p; en d'autres termes, on a 
1.2.3...(p—1)=—1 (mod. pp). 
Soit a l’un quelconque des nombres 


(x) 1253522, (p— 1) 
et formons les multiples de a 
(2) a,2a,3a,...,(p—1)a. 
Dans la suite (2), il y a un terme congru à 1, et il n'y.en 
a qu'un seul; supposons que ce soit «a, on aura 
aa=1 (mod. p). 


Les nombres aet x sont inégaux , à moins que a ne soit égal 
àrouàp—1.Si,en effet, on aa—a,u?—1— (a—1) (a+) 
est divisible par p; or p est premier, il divise done a —- 1 
ou a+1,et, comme a est <7 p, on a nécessairement a=1 
ou a —p—I. 

Il résulte de là que les nombres 


2, 3, 4sse., (P—2) 


peuvent être associés deux à deux, de manière que le pro- 
duit de deux associés soit congru à l’unité, et, en multi- 
pliant entre elles les congruences ainsi obtenues, on aura 


2.3.4...(p—2)=1 (mod.p); 
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multipliant enfin par p —1, on a 


1.2.3.4...(p—1)= p —1 (mod. p), 
ou 


1.2.3.4...(p—1)+1=0 (mod. p). 


Ce qu'il fallait démontrer (*). 

Remarque. — Ce théorème est surtout remarquable 
en ce qu'il exprime une propriété qui appartient exclusi- 
vement aux nombres premiers; car, si p est un nombre 
composé, et que 8 soit un de ses diviseurs, 0 divisera le 
produit 1.2.3... (p—1),et, par conséquent, ne pourra 
diviser ce même produit augmenté de l'unité. Il en sera 
donc de même du nombre p. 


Des congruences en général. 


La théorie des nombres résout sur les congruences le 
même problème que l'algèbre ordinaire sur les équations: 
elle se propose, en particulier, de trouver les valeurs de x, 
qui satisfont à une congruence telle que 


f(x) = 0 (mod. p), 


où f(x) désigne un polynôme entier et rationnel dont les 
coefficients sont des nombres entiers. Si: l’on satisfait à 
cette congruence , en faisant x — a, on y satisfera aussi, 
d’après une remarque précédente, en faisant, quel que soit 
l’entier m, x —=a+ mp; d'où il suit que chaque solution 
en donne une infinité d’autres, mais qui sont toutes équi- 
valentes suivant le module p. Les diverses solutions ren- 
fermées dans une même formule 4 + mp peuvent se 


(*) Le théorème de Wilson , ainsi que celui de Fermat, est susceptible 
d’être généralisé ; mais comme cette extension ne nous est d’aucune utilité 
pour l’objet auquel se rapportent les développements que nous présentons 
ici, nous nous bornerons à renvoyer le lecteur à l’excellent Mémoire de 
M. Poinsot, (Journal de Mathématiques pures et appliquées, tome X.) 
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déduire de l’une quelconque d’entre elles; d’ailleurs, on 
peut disposer de l’entier m de manière que a + mp soit 


P Fe 


compris entre —— et + —, ou entre o etp; il n'y a donc 
2. 2 


lieu de s'occuper que des’ solutions comprises entre ces 
limites. 
‘Cela posé, nous appellerons racines de la congruence 


f(x) = 0 (mod. P) 


les diverses valeurs de x comprises entre o et p, qui ren- 
dent f(x) divisible par p. 

Une congruence est zdentique si tous ses coeflicients 
sont divisibles par le module, et elle est évideniment im- 
possible si ses coeflicients sont divisibles par le module, 
à l'exception du terme indépendant de x. 

Si F(x) désigne un polynôme entier et rationnel, ayant 
pour coeflicients des nombres entiers, on peut substituer 


à la congruence 
f(x)=0 (mod.p) 


la congruence équivalente 

f(x) + pF(x)=0 (mod. p), 
et disposer ensuite des coeflicients indéterminés de F (x), 
pour rabaïsser au-dessous de p, et même de? si l’on veut, 


tous les coeflicients de la congruence. 

Nous nous bornerons, dans ce qui va suivre, aux con- 
gruences dont le module est premier. On peut alors faire 
en sorte que le coeflicient du premier terme soit égal à 
l'unité: 

Considérons, en effet, la congruence 


A4 2 + A ami + Aa, ,, = 0 (mod. p), 


dont le module p est supposé premier, et les coefficients 
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À; À1, À>, etc., compris entre o et p, ou entre —{ et 
P ; ! ; x 

+ —. En ajoutant à son premier membre le polynôme 
2 


P(I ZT" + Ya ATH, 4). 
on peut l'écrire ainsi : 


Aot" + (Ai + pri)2" 0 + (A2 + pr) 2" +... O0 (mod. p), 


ou 


Fume F7 Cp .|æo (mod. p). 


/ 


1 A . 
Ao( x" + Diet Pr at Aa PP? 
’. A, 


Cela posé, A,, étant inférieur à p, sera premier avec lui, 
et on pourra disposer des indéterminées y;, y, etc., de 
manière que 
À, + D} A2 + pY 
Re 2 
soient des nombres entiers B;,, B,, etc., compris entre 6 
P 


D 
et p ou entre —7 et + =; notre congruence sera donc 


Acte" + Bat + B,r"+...)=0o (mod), 
où, comme À, est premier avec le module, 


° 
PA 


a" LB an +Bixt +,,..=0 (modp) 


Lünite du nombre des racines d’une congruence Suivant 
un module premier. 


Taéorime. — Une congruence non identique ; suivant 
un module premier, a au plus autant de racines qu'ü 
y a d'unités dans son degré. 

Soit la congruence de degré m 


(x) f(x)=0 (mod »p), 


20 
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où le coeflrcient du premier terme est l’unité. Supposons 
que a soit une racine, divisons f(x) par x — a, et dési- 
gnons par f,(x) le quotient qui est du degré m —1, on 
aura 


J\e) = (x —a) f(x) + f{a); 


et comme f{a) est, par hypothèse, divisible par p, la 
congruence (1) peut s’écrire ainsi : 


(r— a) f(x) =0 (mod.p). 
Soit maintenant b une seconde racine, on aura 


(b— a) fi(b) —=0o (mod. p), 
ou | 
f{b)=0o (mod. p); 


car b — a est inférieur à p, et, par conséquent , premier 
avec lui; à est donc racine de 


(2) f.(1)=0 (mod. p), 


dont le premier terme a, comme celui de (1), pour coefh- 
cient l’unité. | 

Il résulte de là que la congruence (1) de degré m ne 
peut avoir qu’une racine de plus que la congruence (2) du 
degré in —1. À son tour, cette dernière ne pourra avoir 
qu'une racine de plus qu'une congruence 


(3) f(x) = 0 (mod. hp) 


de degré m— 2, et dont le premier terme a pour coefli- 
cient l'unité. Par suite, la proposée (1) ne peut avoir que 
deux racines de plus que (3), et en continuant ce raïson- 
nement, on fera voir que la congruence (1) ne peut avoir 
que mn —1 racines de plus qu’une congruence du premier 
degré, telle que 

x — 10 (mod.p), 


laquelle n’admet que la seule racine /. D'où il suit, enfin , 


VINGT--TROISIÈME LEÇON. 307 


qu'une congruence de degré m ne peut avoir plus de m 
racines; mais elle peut en avoir moins de rm, et même 
n’en avoir aucune. 


CorozLarRel.— Supposons quelacongruence de degrém 


f(æ)=0 (modp), 


» 


dont le premier terme a pour coeflicient l'unité, ait effec- 
tivement 72 racines 


CRUE Ce MST NRA IE 
ces m racines appartiendront aussi à la congruence 
(æ)— (x — a) (x—b)...(æ—1)=0 (mod. p); 


mais cette dernière n’est que du degré m —1 , elle est donc 
identique et, par conséquent, on a 


f(x)={(x— a)(x—b)...(x —1)+ pF(x), 


F(x) désignant une fonction entière et rationnelle de x 
dont les coefficients sont des nombres entiers. 
CorozLaire IL. — D’après le théorème de Fermat, la 


congruence 
æ—1=0 (mod.p) 


admet les p —1 racines 
1, 2 does ND I 


H suit de là que si f(x) désigne un diviseur du binôme 
xP=! —1,ou, plus généralement, de ce mème binôme 
augmenté d’un polynôme p F(x) de degré p —1, la con- 
gruence | 

f(x) =0 (mod. p) 


aura autant de racines qu il y a d'unités dans son degré. 
Soit, en eflet, | 
ar + pF(x) = f(x) (x); 


20 . 
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la congruence de degré pe— 1 


f(x) f(x) = 0 (mod. p) 
admet les racines 


1,208 me » UD A ): 
D'ailleurs ces racines sont celles des deux suivantes : 


f(x)=0 (mod.p), f(x} =0 (mod. p), 
et si l’une d'elles avait moins de racines qu'il n’y a d’u- 
nités dans son degré, il faudrait que l’autre en eût plus 
qu'il n’y a d'unités dans le sien, ce qui est impossible. 


Détermination du nombre des racines d'une 
congruence. 


Ce dernier corollaire fournit un moyen très-aisé de 
déterminer le nombre de racines d’une congruence de 
module premier. Démontrons d’abord le lemme suivant. 

Lemme. — 91 f,(x) désigne le reste de la division des 
deux polynômes f(x) et f(x) dont les premiers termes 
ont pour coefficrents l'unité, les racines communes aux 
deux congruences 


f(x}=0 (mod.p)}, f(x) =0 (mod ») 
sont les mêmes que les racines communes à 
f(x) =o (mod.p)}, f(x) =0o (mod.p). 


Soit Q le quotient de la division de f(x) par f(x), on 
aura R 
Fe)= fe). + f(x) 
et cette égalité fait voir que si /; (x) est divisible par p en 
mème temps que l’un des deux polynômes f(x) et f(x), 
l’autre le sera nécessairement aussi ; d’où résulte la propo- 
sition énoncée. 
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CoroLLaire. — Les racines communes à deux con- 
gruences 


f(x)=o (mod.p), fi(x)}=o (mod.p) 
appartienent à la congruence 
p(x)=0 (mod. p), 


o(x) désignant le plus grand commun diviseur aux deux 
polynômes f(x) et f(x). 

Remarque. — Pour trouver ce plus grand commun di- 
viseur (x), on suivra la marche ordinaire; seulement on 
fera en sorte, comme il a été indiqué page 305, que les pre- 
miers termes des restes aient tous pour coeflicients l'unité. 

Pro8zÈmEe. — Yrouver le nombre des racines d'une 
congruence 


(1) f(x)= 0 (mod. p). 


Les racines de cette congruence appartiennent toutes à 
la congruence. 


(2) xl 1=0 (mod. p). 


IL suffit donc de chercher les racines communes aux con- 
gruences (1) et (2). Pour cela, on prendra , comme il vient 
d’être dit, le plus grand commun diviseur à f(x) et à 
xP=t — 1. S'il n'existe pas de diviseur commun, la pro- 
posée n'aura aucune racine, si, au contraire, On trouve 
un plus grand commun diviseur o(x) de degrés, la con- 
gruence proposée aura g racines, qui seront celles de 


p(x) = 0 (mod. p). 


Cette dernière a eflectivement 2 racines, puisque 9 (x) est 
un diviseur de degré à du binôme 2771 — 1. 
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Nouvelle démonstration du théorème de Wilson. 
Si p est premier, la congruence 
(x —1)(x—2)(x—3)...(x— p+i)—(ax——1)=0o - (mod. p) 


admet les p — 1 racines 


1; 250 ete NO ee 1); 


et comme elle n’est que du degré p — 2, en ordonnant 
son premier membre par rapport à x, les coefficients de- 
vront être tous divisibles par p. Si donc on désigne par S, 
la somme des nombres 1, 2,..., (p — 1), par S, la somme 
de leurs produits deux à deux, etc., par S,_;, leur pro- 
duit, on aura 


S=0, $,=0, S,= 





O;. .…, Sr 205 


suivant le module p. La dernière de ces congruences con- 
stitue le théorème de Wilson. 
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Propriétés des racines des congruences binômes de module premier. — 
De l'existence des racines primitives. —Du nombre des racines primitives. 
— Recherche des racines primitives d’un nombre premier. — Table des 
racines primitives des nombres premiers inférieurs à 100. — Propriété 
des racines de l’équation x" — 1 —o, dont le degré m est un nombre 
premier. 


Propriétés des racines des congruences binômes de 
module premier. 


Il. Les racines communes à deux congruences binômes 
de module prenuer p, 


Lt = | (mod. D x" ='i (mod. P}) 


sont également racines de la congruence 


1 (mod.p), 


0 étant le plus grand commun diviseur de m et n. 


x® — 1 est, en effet, le plus grand commun diviseur 
de x” — x et de x"—1. Ce théorème est, par suite, une 
conséquence du corollaire démontré page 309. 


Il est évident que, réciproquement, chaque racine de 


la congruence x° 


— 1=1 satisfait aux deux proposées. 
CorozLaire. — Les racines d’une congruence binôme 
de module premier 


a"=1 (mod.p), 


appartenant, d'après le théorème de Fermat, à la con- 
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gruence 


xPT'=æ 1 (mod.p), 


sont aussi racines de la congruence 


x 1 (mod. p), 


9 désignant le plus grand commun diviseur des nombres m 
et p —1. 


Comme x’ 


—1 est un diviseur de x°7 — 1, cette der- 
nière a précisément ÿ racines, ainsi que la proposée. 
Si m est premier avec p —1, on a 0 — 1, et alors la 
congruence x” =1 n'a d'autre racine que l'unité. 
D’après ce qui précède, on peut borner l'étude des 
congruences binômes de la forme 


- æ"æ 1 (mod.p), 


à celles dont le degré mn est un diviseur de p —1. 
TE Sr a désigne une racine quelconque de la con- 
gruence de module premier 


a" 1 (mod.p) 


dont le degré mest un diviseur de p—1, toute puissance 
de a ou son résidu minimum est également racine. 


La congruence 
a"=1 (mod.p) 
entraine, en eflet, 


ONE OU ANT, 


et si b désigne le résidu minimum de a’, par rapport à p, 
on a 


et, par conséquent, tous les termes de la série 
LORS CU MP LE 7 


? 


ou leurs résidus minima, sont racines de la même con- 
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gruence. Or, à cause de 4” = 7, on a aussi 


Y 


M4 — M+2 — y? 
antl=a, az a?,.. 


s 


La série précédente contient donc au plus nm termes ayant 
des résidus différents, et ces résidus se reproduisent pério- 
diquement de m en m. Si les m premiers termes 


DIU Ce MALO ENG AOÛ ..I 


sont différents (incongrus suivant le module p), leurs ré- 
sidus sont les m racines de la congruence proposée. 
Dans le cas contraire, si l’on a, par exemple, 


art = a" (mod. p), 
æ étant premier avec p, il vient, en divisant par a", 
a"= 1 (mod. p), 
et, par conséquent , a est racine d'une congruence binôme 
a*=æ1 (mod.p) 


de degré n inférieur à m. 

Il résulte de là que Si a'estune racine de la congruence 
x"=1 (mod. p), quin'appartienne à aucune congruence 
de degré moindre x°=1 (mod. p), les m racines de la 
proposée sont les résidus des m puissances de & 


Œ A A SR ns CS 


Cela posé, nous appellerons racines primitives d’une 


congruence binôme 
x" = 1 (mod.p) 


dont le degré m divise p —1, celles des racines de cette 
congruence qui n'appartiennent à aucune congruence de 
même forme et de degré moindre. Chaque racine primi- 
tive jouit de la propriété de donner toutes les autres racines 
par ses diverses puissances. | 

Remarque. —"Foute racine non primitive, appartenant 
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à une congruence de même forme et de degré moindre, 
appartient aussi à une troisième congruence de même 
forme, et dont le degré divise celui de la proposée. 


De l'existence des racines primitives 


Considérons la congruence 
(1) a"= 1 (mod.p), 


et supposons d’abord que m ne contienne qu'un seul fac- 
teur premier g, que l’on ait 


nee 


toute racine non primitive de 


(2) LEE 


M=1, 


dont le degré 4 est un diviseur de 9" et mème de g"'; 
el, par conséquent, appartient aussi à. 
HET 


{ 


) : æ = 1], 


O3 


D'ailleurs les racines de (3) sont toutes racines de (2); 


[A — 1 


leur nombre est g“-', par conséquent, celui des racines 
primitives de la proposée est 


I 


\ 
Supposons maintenant "1 quelconque , et soit 
) ) 


1J + 
M GT SECTE 


dl. S désrgnant des facteurs premiers inégaux. 
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Considérons les congruences 


M y À 
à 


=1 (mod.p), x æ1 (mod.p),..., à æ1 (mod. p), 


(4) x 


et désignons par a une racine primitive de la première, 
par b une de la seconde, etc., par c une de la dernière; 
je dis que le résidu du produit 


ab...c 


est une racine primitive de la proposée 


(5) x de re (mod. p). 


Il est d’abord évident que ab... c, ou son résidu, est ra- 
cine, Car ayant 


a æ1, b =1,.. , © =1 (mod.p), 


on a aussi 


(ab...c) TU œi (mod. p). 


Maintenant, si ce produit n'est pas une racine primitive 
de la proposée, il sera racine d’une congruence 


2° =1 (mod. p), 


dont le degré 8 sera un diviseur de m, et il y aura au 
moins l’un des facteurs premiers de m, qui entrera dans 6 
moins de fois que dans m. Admettons que le facteur q soit 


dans ce cas, alors 9 divisera g“='r°...5), et, par suite, 
ab... c sera racine de la congruence 


on aura donc 


1 € 
(ab... c) = 1; 
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mais On à aussi 


On voit, par à, que & est racine des deux congruences 


S 2 
qu ie sa li 
fs HOCISE I FETES, 


et, par suite, de 
RTE 
, | 
'É =at, 
1$ #—{est le plus grand diviseur entre | 
puisque g“- ‘est le plus grand commun diviseur entre les 
degrés des précédentes; a n’est donc pas, comme on Pa 


supposé, une racine primitive de x” ex (mod. p). 

Il est ainsi démontré que, si a, b,..., c désignent des 
racines primitives, respectivement de la première, de la 
deuxième, etc., de la dernière des congruences (4), le pro. 
duit 4ab...c, ou son résidu, est une racine primitive de 
la congruence proposée (5). 

Ce qui précède démontre l'existence d’une racine pri- 
mitive pour toute congruence binôme de module pre- 
mier 

x"æ= 1. (mod. p), 


mais on n'en peut pas immédiatement conclure le nombre 
de ces racines. Toutefois, par des raisonnements sem- 
blables à ceux que nous avons employés dans la treizième 
leçon à l’occasion de l'équation binôme, on prouverait 
aisément que touies les racines, tant primitives que non 
primitives de la congruence (5), sont représentées par la 
formule 
tb "10 
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où l'on doit prendre pour 4, b,...,c toutes les racines 
respectivement de la première des congruences (4), de la 
deuxième, etc., de la dernière; et que la même formule 
donne toutes les racines primitives, en prenant pour 
a, b,..., c les diverses racines primitives des congruences 
auxquelles elles appartiennent. Comme le nombre des 


. . . 72 I n . 
racines primitives a est q' (: — =) celui des racines b, 
\ ‘4 


y 1 . . ) l 
r'[1— -};.., celui des racines ©, 5° [1—-}), on en 
/ 


conclurait que le nombre des racines primitives de la 


proposée est 
ARC RE En 
m 1 — — EI — es. De 
q 7: $ 


On sait que ce même nombre (voir la Théorie des nom- 
bres, ou le Mémoire déjà cité de M. Poinsot) exprime 
combien il y a de nombres premiers et inférieurs à 7. 

Je ne crois pas nécessaire de développer ces raison- 
nements, que le lecteur trouvera aisément après avoir 
étudié la treizième lecon ; mais j'indiquerai la démonstra- 
tion ingénieuse de M. Poinsot pour prouver qu’en ad- 
mettant l'existence d’une racine primitive de la con- 
gruence 

æ"=æ1 (mod. p) 
il y en a précisément autant que de nombres inférieurs et 
premiers à 71. 


Du nombre des racines primitives. 
Soit a-une racine primitive de la congruence 
x"=1 (mod.p), 


et formons la suite des 77 puissances 


(1) deniers. Rat) ns 
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dont les résidus sont les 77 racines de la proposée. Si l’on 
considère un nombre quelconque e inférieur et premier 
à m, et qu'après avoir rangé ces racines en cercle, on les 

. « ? « ? 
considère en allant de l’une à l’autre de e en e, comme 
l'intervalle e par lequel on saute, est premier à m, on sera 
T ) P ; 

obligé de passer par toutes les racines avant de revenir à la 
racine a, d’où l’on est parti : donc la suite 


aan las, arr (anr 


donne, aux multiples près de p, toutes les racines de 
la proposée, donc 4° est une racine primitive. 

Si le nombre e, que nous avons supposé premier avec p, 
avait avec lui un plus grand commun diviseur 0 >> r, en 
opérant, sur la suite (1), comme nous venons de le faire, 


se . m 3 
on ne passerait Jamais que par un nombre “pi de racines, 


et, par conséquent , a° ne serait pas une racine primitive. 

Il suit évidemment de là que la congruence proposée a 
autant de racines primitives qu'il y a de nombres pre- 
miers et inférieurs à mn. 


Recherche des racines primitives d’un nombre premier. 


On nomme racines primitives d'un nombre prenuer p 
les racines primitives de la congruence binôme de degré 
p —1 

æPtær (mod. p). 


Tnéorkme. — Soient x, et Ë deux nombres COMpPTIS 
entre o et p, et 0 un diviseur de p —; si l’on a 


Der: 
x =Ë (mod. p) 
on à AUSSt 


ed 1 (mod.p); 
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eo 


el, réciproquement, st l'on a 


0 =: (mod. p), 
la congruence 
| 2/=Ë (mod.p) 
a Ô racines. | 
La première partie du théorème est évidente; car, si 





l’on a 
x =E (mod. p), 
, « * P —— 
en élevant les deux membres à la puissance - > On à 
pi 
27e 680 (mod. p) 
l = ; Au 


et, à cause du théorème de Fermat, 


P= [l 
- 0 


(S 


ï 


DE1 


Réciproquement. supposons que l’on ait £ ? = 51, ou 
q - P : 


p—1 


- 0 
Es 


— = PQ; 


retranchant chaque membre de cette égalité de x?! — 7, 
il vient 


p—1 


pl P—! 


D 1 — pQ— ar — E 0 — (xl) 5 START 


Or le second membre admet pour diviseur x° — E; il en 
est donc de mème du premier membre x-!—1—pQ, 
et, par conséquent , en vertu d'un théorème démontré 
dans la dernière leçon (page 309), la congruence 


x —E=0o (mod. p) 


a Ü racines, Ce qu'il fallait démontrer. 
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CoroLLAIRE. — Si p est un nombre premier, et qu'en 
décomposant p— 1 en facteurs premiers, on ait 


p—i=2Pqlr,.. sÀ. 
les racines non primitives de la congruence 
al —1=o0 (mod.p), 


lesquelles appartiennent nécessairement à l’une des con- 


gruences 
“8 re a à re 
TN EI," MM UE Tr, MONS fo COUDES 


sont, en vertu du théorème précédent, des résidus de 
carrés (*), ou de puissances g, ou de puissances r', etc., 
ou de puissances s; et, réciproquement, tout nombre ré- 
sidu d’un carré, ou d’une puissance q, ou etc., est racine 
de l’une des congruences précédentes, et n’est pas racine 
primitive du nombre premier p. 

On voit aussi que, parmi les nombres 


1, 209,22 .30D "1 


il y en a la moitié qui sont des carrés (résidus de carrés), 
la g*”° partie qui sont des puissances q, la 7 *"* parte 
des puissances r, etc., la s°”* partie des puissances s$5 et, 
plus généralement, si l’on ne considère parmi ces nom- 
bres que ceux qui sont à la fois des puissances 2, g, r,..., 
la s°"* partie de ces derniers seront en même temps des 
puissances $s. En effet, les nombres qui sont à la fois des 
résidus de carrés de puissances q, de puissances r!, ete., 


(*) Les résidus de carrés ou de cubes suivant le module p sont appelés 
résidus quadratiques, et cubiques ; ils jouent un rôle important dans la 
théorie des nombres, 
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satisfont aux congruences 


PA pP=I Pr: 


MU 1,8 CET mt 7 Mod A, 


él, par conséquent, sont racines de 


p—1 
x: =4 (mod. P): 


DT . 
leur nombre est donc Le pareïllement, le nombre 
ar, 7 D 


P4 


de ceux qui sont en même temps des puissances s est 
— il est donc la s°”* partie du premier. 

Prosrime. — Trouver les racines primitives d'un 
nombre premier. 

Le théorème que nous venons de démontrer fournit un 
moyen très-simple de trouver les racines primitives d’un 
nombre premier. 

Soient p un nombre premier; 2,q, r,...,s8 les facteurs 
premiers inégaux de p—1, et écrivons les p—1 nombres 


si l'on enlève de cette suite tous les résidus de carrés, de 
puissances g, de puissances r, ete., il ne restera plus que 
les racines primitives de p. 

Au moyen des carrés, on exclut d’abord la moitié des 
nombres, ainsi que nous l'avons établi plus haut; au 
moyen des puissances q, on exclura la g°”* partie de ceux 
qui restent , et ainsi de suite. Cette méthode, pour trouver 
les racines primitives d’un nombre premier, fournit une 
démonstration nouvelle du théorème relatif au nombre 
de ces racines; ce nombre sera en effet, d'après ce qui 
précède , | 
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Nous allons montrer, par deux exemples, comment il 

faut faire l'application du procédé qu’on vient d'indiquer. 
PREMIER EXEMPLE. — 7rouver les racines primitives 

de 17. 


Nous écrivons d’abord les seize nombres 
(1) 4% 2738, 4, 5407; 6: LD, LUI, 19/13, 142 102500 


et comme 16 n’admet que le facteur premier 2, il suffit 

ôter de cette suite les nombres qui sont résidus qua- 
dratiques. Pour cela, nous élèverons ces nombres au 
carré; mais, comme on a généralement 


(7 —h} =}? (mod. 17), 


. 


les huit derniers carrés donneront les mêmes résidus que 
les huit premiers : il suflit donc d'élever au carré les huit 
premiers, on trouvera ainsi 


1; 4, 9; 16, 25, 36, 49; 64 , 


qui ont pour résidus es 


% 


4, 9; 16/20 27199 13, 


et en effaçant ces huit résidus de la suite (1), il restera les 
huit racines primitives de 17, savoir | 


5,190, MAP IQ LT. 2201111 


SEcoND EXEMPLE. — rouver les racines primitives 


de 31. 


Écrivons les trente nombres 


1, 2, 3, 4, 0» (as 7 5, 9; 10, 
(1) LE 125709, US 19,40, 17) MO CIDRE 
215225 23% 24,020, 207 27:20 202 M0 


n. « 


comme les facteurs premiers de 30 sont 2, 3 et 5, il suf- 


ES 


+ 1 = 
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fira d'enlever de la suite (1) les résidus quadratiques cu- 
biques et de cinquièmes puissances. 

Pour exclure les carrés, nous élèverons les quinze pre- 
miers nombres (1) au carré, ce qui donne 


1,°4,.0; 105-25:,36, 49, 64-814 100, 
Dan; f4 0100 ;. 100, : 295 : 


ces carrés ont pour résidus 
OR 1 21020. 0 102410, SE, 20, 14, 10,.0; 


Ôtant ces quinze nombres (2) de la suite (1), il restera les 
quinze que voici : 


(5)3, 6x 12, 13, 19,,175 21, 22, 23, 24, 26, 27, 29, 30, 


dont il faut maintenant supprimer les cubes et les cin- 
quièmes puissances. Chaque nombre déjà supprimé (2) 
satisfait à la congruence 


ææ1r (mod. 31); 


donc sa puissance troisième et sa puissance cinquième 
y satisfont aussi, et, par conséquent, font partie des 
nombres déjà supprimés. D’après cela, les nombres de la 
suite (3) qu'il reste à rejeter sont des résidus de puis- 
_sances troisième et cinquième de ces mêmes nombres (3). 
Pour avoir les résidus des cubes de la suite (3), il suffit de 
multiplier les premières puissances par les résidus carrés 
que la suite (2) fait connaitre, et qui sont 


D 722920 4,8, 10, 7» 19» 2» 1022910 4; 
on aura ainsi les résidus cubiques suivants : 


DTA SU NIOS, 2/40 1025 2120;7 70 TS A LO, 
41621432: 650,432 ;"r10; 30, 


21: 
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dont les résidus minima sont 


4) 265 00, DO 008: 27% 27 LOVE 
| 155192205000 20 023; 00: 


Il n’y en à que cinq de différents, comme nous le savions 
d'avance, ce sont 


(5) 10 5 235024,3%20 2790, 

et en Ôtant ces nombres de la suite (3), il ne restera plus 
que les dix suivants : : 

(6) 3, 0,112 000 LOIRE 210000 09/1 AU 

dont il n'y a plus à rejeter que ceux qui sont des cin- 


quiémes puissances. Chacun des nombres da exclus satis- 
fait à l’une des congruences 


zSæi (mod. 31), x'æ1 (mod. Sr} 


il en est done de même de la cinquième puissance, qui, 
par conséquent, fait partie des nombres exclus : un 
nombre de la suite (6) ne peut donc être la cinquième 
puissance que d’un nombre de la même suite. Pour avoir 
les résidus des cinquièmes puissances des nombres (6), 
il suffit de multiplier les résidus cubiques déjà formés par 
les résidus quadratiques correspondants, et de prendre les 
résidus minima des produits. Les résidus cubiques sont 


SF ROO: 10224 2 INA) OT LOS ATEN 
les quadratiques 
00% 1205280 UT, A105 17 210,807 POUR 
les produits sont 
243, 150, 812, 460, 398, 150, 161,.2385, 522, ho, 
et l’on trouve pour résidus des cinquièmes puissances 


26.66% 6320 /7108420%0 /10%a0; 
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Il ny a ainsi, dans la suite (6), que deux cinquièmes 
puissances, comme nous le savions déjà, savoir 


6, 26; 


en supprimant ces deux nombres, il ne restera plus que 
les huit racines primitives de 31, savoir 


SLI, MP 2122, 24.4) 


La Table suivante renferme les racines primitives des 
nombres premiers inférieurs à 100. 
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PA 
4 


Table des racines primitives des nombres premiers inférieurs à 100. 


NOMBRES 


| premiers. 


* NOMBRE 
des racines 
primitives. 


RACINES PRIMITIVES. 


D 


© LD 


0$ 

Li: 
“OMAUO.IT.19.14. 
MIO= OST IDE 
LOS T'ES LFMIOPIT TO 20! 
:3*8:10.:14.19-18-19-241. 
RTL 24192 17221-20021 
D-L3101 17 4010720720 Re 
TRALTI IDE TOC 17402 .26.28.29:30.34.35. 
JTAHPATS.10:20.26.28.9 2 «34. 
LOMIT. 192 19. Le 20-07, 2 0.30:31- 33.35.38. 
39.40.41 .43. 46. 
DU à 12.14. 18" 19.20.21. 

1.45.48.50.51. 
6: É 10.11, 3. 14.18.28.94:30,31.33,89. 343000 
79 4o.42.43.44.47.50.52.54.55.56 
-6.9.10.17-18:20;30.37.35.48.44-51-01495%607 
.7.11.12:49.18.20.28.31. 32.34.41, 44.46.48.50. 
1.57-.61.63. 
“11.102921. 22128 .01 33.935040 44 47 02 56. 
9.61.62 63.65.67.68.69. 
.11.13.H4.195 .20.20.28.29.31/33,34.90"40 720 
5.47.53.58.59.60.:62.68 
:6:7:28.29.30%34.35.37.39. 4344 
-68:70.74,75/70 
.0119:14-10.18,19720.29 24% 82,94 00 39: 42. 
-40:47:50-52:53254:55 56.965228 660. 62. 66.67. 
.793:74.70. 79.80: 
1914.19:10:23.:2/#26. 

38. is, 43.46.48.51.54.56.58. 
70.74.75:76.82.83.86. 
55710, TA ÈISS 27/0 
96:57: 58: 50.066,68:910 94.7 


CADRE: D OÙÙN DD, D 
à . . mou es 


©Q9 


Qt 


2226.27 0 1: J200DIE 


D 
DA 
3 


7.48.53.54.59.60. 


NE. CN RCE EC TEE Le 
CPE [ee] 

. ENT 

Le [e») 
e] D © SI 


ee 

© 
. 

] 


27428.29.-30:31.93 99: 
59.00.61.62.63.65.66. 
2e 7 SE 
76.80.82.83.84.87.90.92. 
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. , 2 N . ’ , à Ï \ 
Propriétés des racines de l'équation —— = 0, où m 
‘ k 

est premier. 
Soit æ une racine imaginaire de l'équation 
(1) a" — ] 


de degré mn premier; Îles m — 1 racines de lPéquation 


(2) 0 


sont, comme on sait, 
C'EST AP ES EE rm 


Soit maintenant & une racine primitive du nombre pre- 
mier m , ou de la congruence 


a" = 1 (mod./”n); 


les »1 — 1 racines de cette congruence, savoir 


RDA NS TE) 
peuvent être représentées par les diverses puissances de 4, 
Re PRE 4 D 


aux multiples près de m; et, par conséquent, les m1 — 1 
racines de l'équation (2) sont | 
MS 0 EM AS at Tr 
en sorte que chacune d'elles s'obtient en élevant la pré- 
cédente à la puissance a, et la mème chose a lieu en- 
core à cause de a"“7!=1 (mod.m"), si l’on range en cer- 
cle ces m racines, et que l’on considère successivement 
chacune d’elles comme étant la première. D’après cela, 
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3e , Rs ? : . »» ° 

si x désigne l'une quelconque des racines de l'équation (2), 
et que l’on fasse 


PR OT), F0 (x) br), «0 6x) =" RS 
les m racines de l'équation (2) seront représentées par 


«NES PA RE CE ES SE “A 
et l’on aura 


she, (x) nt 1 


C'est sur cette propriété que repose la méthode de M. Gauss 
pour la résolution de l'équation (2), dont nous nous oe- 
cuperons dans une prochaine lecon, | 
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mt re me ge 
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Théorèmes sur les nombres. 


Les principes exposés dans les deux leçons précédentes 
suffisent pour établir un grand nombre de théorèmes cu- 
rieux et utiles. Je me propose ici de démontrer quelques- 
uns de ces théorèmes, et je renverrai, pour plus de détails, 
à la Théorie des Nombres de Legendre, et aux Recherches 
arithmétiques de M. Gauss. 


THÉORÈME LI. 


Le produit de deux nombres de la forme &° + nb? est 
aussi de la méme forme. 


On a, eneflet, identiquement 
(a? + nb?) (ce? + nd°) = (ac E nbd) + n(ad E bc). 


Corozzaire. — Le produit de tant de nombres qu'on 
voudra de la forme -a° + nb°. est aussi de la même 
forme; et, en particulier, Île produit de plusieurs 
nombres formés chacun par l'addition de deux carrés 
est lui-même la somme de deux carrés: 


Taéorkme I. 


Le. produit de deux sommes de quatre carres est aussi 
une somme de quatre carrés. 


Soient #, 6, #’, 6’, y, 9, 7,9 des nombres quelconques ; 
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ON à identiquemen t 


(1) (x6° — 6qi) (y 9 — dy')u 
l=(ey+ ay) (60 +80) — (28 +8 )(6y + 8/7) ["I 


Cela posé, faisons 


x =a+bN—+, 7 — p+qV—1, 
E—c+aV—i>. d—=r+sV—1, 
ee NN ee 
8 — à bW, d — p— q W—1; 


l'équation (:) devient 


| (at + b + ce + d?) (p? + qg? + rt + s!) 
—=(pa— qb+ re — sd) +(qa+ pb — sc — rd) 


(2) 
l + (ra — sb — pc + qd} + (sa + rb + qc+ pd}. 


Ce qu'il fallait démontrer. 

Ce beau théorème d’algèbre est dû à Euler. La démons- 
tration précédente m'a été communiquée par M. Hermite. 
Il est bon de remarquer que l’équation (2) peut être écrite - 
de plusieurs manières différentes, car on a le droit de 
changer les signes des quantités a, b, ce, d, p, q, r, s'à 
volonté. 

CorozLzaiRe. — Le produit de tant de sommes de quatre 
carrés que l’on voudra est aussi une somme de quatre 
carrés. 

Taéorëme II. 


Tout nombre qui divise la somme de deux carrés premiers 


entre eux est lui-méme La somme de deux carrés. - 
* 


On a de cetie proposition un grand nombre de-démons- 


(*) Cette équation est comprise, comme cas particulier, dans un théo- 
. rème plus ge néral sur les déterminants. 
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trations. J'en ai publié récemment une nouvelle à laquelle 
jai été conduit par quelques recherches sur la théorie 
des nombres (*); mais la plus simple que je connaisse est 
due à M. Hermite : c’est celle que je vais présenter ici. 

Si un nombre divise une somme de deux carrés pre- 
miers entre eux, on peut toujours supposer que l’un de 
ces carrés soit l’unité. Supposons, en effet, que p divise 


a? + b?, 


il divisera aussi, quels que ‘soient les entiers x et y, le 
produit 


d£ (a* + bd) (xt+ y) où (ax + by} + (ay — bx). 
Or a et b étants premiers entre eux; on peut choisir x 
et y, de manière que l’on ait 
Le a dx — 1, 
et alors p divisera 
(ax + by} +1, 


c'est-à-dire une somme de deux carrés dont l’un est égal à 
l'unité. 

Il est bon de remarquer qu'à la place de ax + by, on 
peut prendre son résidu minimum g, par rapport à p, 
et qg”° + 1 sera divisible par p, q étant compris entre 0 


et À. 
2 


Je dis maintenant que si p divise g° +1, p est la somme 


de deux carrés. Réduisons, en effet, ? en fraction conti- 


nue, et poussons l'opération jusqu'à ce qu’on obtienne 
deux réduites consécutives 


(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, tome XII. 
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telles , que l’on ait n Vp, mais »! > Vp. Cela est tou- 
jours possible, car la première de toutes les réduites a 1 
pour dénominateur, et la dernière p lui-même. 
à 0 m £ | à 
La différence entre Ÿ et — est moindre, comme on sait, 
D n 


} 
que —, on a donc 
nn 





q se I Se EE 
ee ou ng — mp Sr 
(2 n, rs? (eq p) < y 
mais, pas hypothèse, n°? est => p : donc 


(ag — mp} << p. 


Ajoutant cette inégalité, membre à membre, avec 
np, 


(ag — mp) + nr <2p. 


il vient 


Or le premier membre de cette inégalité, 
R(q +1) —2mnqp + m°p', 


est divisible par p, puisque g° + 1 l’est par hypothèse, il 
est donc nécessairement égal à p, et l’on a | 


p= (ang — mp} + n°; 


d'où il suit que p est effectivement la. somme de deux 
carrés. 
VaéorÈme IV. 


Tout nombre qui divise La somme d’un carré et du double 
d'un carré est lui-même la somme d'un carré et du 
double d'un carré. 


Ce théorème se démontre de la même magère que le 
précédent. | | 
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Je dis d’abord que, si p divise 4° + 2 b?, on peut sup- 
poser b—1. En effet, p, divisant «° + 2 b°?, divisera aussi 


(a+ 2b)(x+2y) où (ax + 2by)} +2(ay — bx), 


quels que soient x et y. Or a et b étant supposés pre- 
miers entre eux, on peut faire 


ay — DE, 


et, en appelant g le résidu minimum de ax + 2by par 
rapport à p, on voit que g° + 2 est divisible par p. 


Cela posé, réduisons T en fraction continue, et soient, 
| P. 


comme dans le précédent théorème, 


mn m 
ADS E -: 
ñ n' 


: V4 Le La CE —— / — 
deux réduites consécutives telles, que << Vp, etn'> Vp, 
on a, comme plus haut, les deux inégalités 


(ag mp} < p, 
RÉEUDS 
ajoutant la première de ces inégalités avec le double de 


la seconde, il vient 

(aq — mp} + 28 <€3 p. 
Mais le premier membre est divisible par p, puisque 
qg? + 2 l’est, il est donc égal à p ou à 2p. Dans le pre- 
mier cas, p est la somme d’un carré et du double d’un 
carré. Supposons que l’on ait 


2p = (nq — mp) + 2h", 
cette égalité exigé que 729 — mp soit pair, et, en divisant 


par 2, on a 


9 — mp \° 
ÉSÇOMEEN a 
\ D} } 
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Donc, dans tous les cas, p a la forme a° + 2b°. Ce qu'il 
fallait démontrer. 
sf 
TaéorëmME V. 


Tout nombre qui divise la différence entre un carré et le 
double d’un carré est lui-méme la différence entre un 
carré et le double d’un carré. 

Supposons que p divise 

A pos  oNEs 

(a — 26°), 


ne 


il divisera aussi, quels que soient x et y, . 
(a?— 2b*)(x—27y) ou (ax+2by)} —2{(ay — bx). 
On peut déterminer les entiers x et y de manière qu’on 
ait | 
ay — x = 1, 
et, en désignant par q le résidu de ax + by, on voit 
que p divise 


C3 


q=+ 2, 


D 


# Lé CA q . L > -p 
Cela posé, réduisons Ten fraction continue; etudési- 
s 14 | 
gnons par 
1 2à mm 
22 -o 


n n' 


deux réduites consécutives telles, que n <Vp, mais 
n'> Vp, on aura, comme précédemment, | 


(2q — mp} < p, 
QE D PS 


d'où il suit que la différence 
2n— (nq — mp) 


est inférieure à 2p, et, comme elle est divisible par p, et 
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que d’ailleurs elle est positive, on a 
p=2R— (nq — mp}. 
Ce qu'il fallait démontrer. 
Nous avons admis comme évident que 27°—(nq—mp}" 
est positif; car, si le contraire avait lieu, on aurait 
(ag — mp) —2r << p, 
ce qui est impossible, puisque le premier membre est, 
par hypothèse, divisible par p, et qu’il ne peut évidem- 
ment pas être nul. 
Taéorème VI. 


Tout nombre qui divise la somme de quatre carrés pre- 
miers entre eux est lui-méme la somme de quatre 
carrés. 

Supposons que p divise 
A+ B? + C? + D, 

et soient a, b, c, d les résidus minima, compris entre o 

et L de À, B, C; D, qu'on peut prendre avec le signe + 

ou — ; p divisera 


+ b+ec + d?. 

Posons 
(1) | a + b+c + d?= pp'; 

J P EE p 2 
a, b, c, d'étant moindres que ©, on aura pp < 4 (2) > Où 

P <P: 

Si l’on avait p'— 1, p serait la somme de quatre carrés, 
et le théorème serait démontré; supposons donc p'>> 1. 
Comme p’ divise «a? + b° + ©? + d?, il divisera aussi 


(a— ap} +{(b—6p} + (c—yp} +(d—dpl), 
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et si l’on détermine &, 6, y, 9 de manière que chacun 


1 


de ces carrés soit moindre que 7 on pourra écrire 


6p'}+lec—yp}+(d— dp'} = p'p", = 





(2) (a — cp} + (6 
avec * 
PP’: 
Multipliant ensemble les équations (1) et (2), et se servant 
de l’équation (2) du théorème I, il vient 
(ad — r3 + c6 — da) p''+ (ay + MER De 
+ (a6 — ba — cd + dy} p° 
+ [a+ DH CE d?— (aa + b6 + cy + dd) p'Y = pp°?p"; 
divisant par p'?, et ayant égard à l'équation (1), on a 
(ad — by + c6 — ci + (ay + bd — ca — d6) 
+ (a6—ba— cd+dy) + VAR eee = ppf, 
ou, pour abréger, 
(3) a+ bt + ct + dd? = pp". 
Cette équation (3) a la même forme que (1), seulement 
p'est << p'. Si l’on a p”— 1, l'équation (3) montre que p 
est la somme de quatre carrés, et le théorème est dé- 
montré. Sinon, en opérant sur l'équation (3) comme 
nous avons fait sur l'équation (1), on obtiendra une nou- 
velle équation de la forme 
a”? s b’? ad ce”? JE d’? De: 
où - 
p" sera es D 
et l’on peut continuer de cette manière jusqu’à ce qu’on 
obtienne une équation de la forme 
at")? > b{n)? PE ct)? = dt)? 1} 


ce qui arrivera nécessairement , puisque les nombres 


W! 


PISTE 
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sont des entiers qui vont en décroissant; d’où il suit enfin 
que le nombre p est la somme de quatre carrés. 


Faéorëme VIT. 


Tout nombre premier 4 n + 1 est la somme de 
deux carrés. 


Première démonstration. — Soit p un nombre pre- 
mier 472 + 1, la congruence 


DTA 


æ ? +i1o (mod.h) 


— 1. . 
a — racines ; désignons par g l’une d’elles, on a 


g’'+1zo (mod.p) 


d’où il suit que p divise la somme de deux carrés, et est, 
par suite, la somme de deux carrés. 

Seconde démonstration. — On peut aussi déduire ce 
théorème de celui de Wilson. En effet, par le théorème 
de Wilson, p divise la somme 

(roro het rt) fn PTS 
mais les nombres 


2R HI, 22 +2,..., 4n 
sont respectivement congrus à 
—2n, —(2n—1),..,, —1 


suivant le module p; donc le produit des premiers est 
congru au produit des seconds. D'ailleurs le nombre des 
facteurs étant pair, on peut changer leurs signes, et l’on a 


(1.2.3...9n)+1==0 (mod.»); 


p divise ainsi la somme de deux carrés, et, par consé- 
quent , est lui-même la somme de deux carrés. 
22 
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ReuwarQue. — Un nombre de la forme 4 7 + 3 ne peut 
ètre la somme de deux carrés. En effet, tout carré pair a 
la forme 47, et tout carré impair la forme 47 +1; par 
conséquent, la somme de deux carrés a toujours l’une des 
deux formes 4n et4n +1. 

CoroLLAIRE. — Si un nombre composé ne contient que 
le facteur premier 2 et des facteurs premiers de la forme 
4n + 1, il est nécessairement la somme de deux carrés; 
el De DOAPEMERTS si un nombre composé est la somme 
de deux carrés, il ne contient que des facteurs premiers 
égaux à 2 ou de la forme 47 +1. 


Taéorème VII. 


Un nombre premier 4n + 1 n’est la somme de deux 
carrés que d’une seule manière. 


Nous allons faire voir que si un nombre impair p est 
décomposable de deux manières différentes en deux car- 
rés, p ne peut être un nombre premier. Supposons, en 
effet, que l’on ait 

pP= a+ PP — € + d', 


a et b étant différents de c et d; p étant impair, des deux 
nombres a et b, ou cet d, l’un est pair et l’autre im- 
pair. Nous supposerons à et © pairs, b et d impairs. Cela 
posé, on a 

a — = d — b?, 
ou 

C7 RE ma d — b. 

HE de 


As | ; ss: 3 PSE 
Désignons par El valeur de la fraction irréductible équi- 
valente à chacune des précédentes, on aura 


a+c=2@A, d+0b—2pB, 


d—b=9%A,;, a-e—=2)B, 
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2 et À étant des nombres entiers; par suite, on aura 


AAA NB: CAP, 
b—pB—)1A, d—5çB+)A, 


el, par conséquent, ° 


p=(pA +XB) +(pB—)A), 
ou 
p = (p° + #) (A? + B). 


p n'est donc pas un nombre premier, puisqu'il admet les 
deux diviseurs p°? + À° et A° + B°; donc un nombre 
premier ne peut être la somme de deux carrés que d’une 
seule manière. 

Remarque. — Un nombre composé peut être la somme 
de deux carrés de plusieurs manières. 

Soit, par exemple, le nombre p produit de deux nom- 
bres premiers 4n +1; l’un égal à à? + b?, l’autre à 
c? + d?, on aura : 

p = (a+ b?)(c +. d?) — (ac + bd) + (ad — bc} 
= (ad + bc} + (ac — bd}, 


\ 


et notre nombre p se trouve ainsi décomposé en deux 
carrés de deux manières qui seront, en général, diffé- 


rentes. Ainsi 
65 = 64 +1 — 494 16. 


Tuéorëme IX. 


Tout nombre premier de l'une des formes 8n + x et 
8 n + 3, est la somme d'un carré et du double d’un 


carré. 
1% Soit p un nombre premier 8 NT A; La congruence 


DTA 


x? #10 (mod.h») 


2,244 
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ji Ï . 0 . * 
a Éd 2h où À Ji TACINES, PUISQUE SO premier membre di- 
2. 


vise x?=! —1, eten désignant par q l’une de ces racines, 
on a y 
g''+1i=o (mod.p), 
ou 
(g"— 1) +2q"=0 (mod. p). 
On voit donc que p divise la somme d’un carré et du 
double d’un carré, donc (théorème IV) p est lui-même 
de la forme a? + 20°. 
2°. Soit p un nombre premier 8 2 + 3, p divisera 
CS — 1) REV. + 1), 


d’après le théorème de Fermat. Or le premier facteur 
>.9*"__ 1 est la différence entre un carré et le double 
d’un autre; donc s’il était divisible par p, p aurait la 
forme (théorème V) 


(a? — 2 b°); 


mais cette forme ne peut appartenir à aucun nombre 
82 + 3, les carrés ayant la forme 4 #7 ou 47 +1 : d’où il 
suit que p ne peut diviser 2*"#1— 7; il divisera donc Pautre 
facteur 

219 VAE 
qui est la somme d’un carré et du double d'un carré, et, 
par conséquent, p aura aussi la forme 


a! + 2 b?, 


Remarque L. — En combinant ce théorëme' avec le théo- 
rème VIE, on voit que tout nombre premier de la forme 
8n+1 a en même temps les deux formes «° + b? et 
D NO 0 

Remarque Il. — Aucun nombre 8% +5 ou 8n+9 


ue peut être de la forme 4° + 2 b?. 
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THÉoREME X. 
Quel que soit le nombre premier p, on peut toujours 
# ï }, 
trouver deux entiers tetu compris entre Oo et Ke et tels, 
2 
que 


soit divisible par p. 


Ê LU HI, 


Ce théorème se trouve démontré par ce qui précède, 
si p —4n+1; car, dans ce cas, il divise un nombre g°+7, 
qu'on déduit de la forme précédente, en faisant 1 — 0, 
EE 

Il en est de même si p — 8n + 3; mais nous allons dé- 
montrer généralement le théorème pour tout nombre pre- 
mier p — 4n + 3. 

On a vu, dans la vingt-qua trième leçon. que, parmi les 


racines 
| 13025-36232) M 
de la congruence 


(x) xl = 1." (mod. p), 





il y en 2. qui appartiennent à 


\ Pi 


» 


æ ? æ1 (mod. p) 





x? ri (mod. p). 


Les racines de la congruence (2) sont résidus quadratiques 
par rapport à p; au contraire, celles de Ja congruenc e (3) 
sout non résidus quadratiques. 

Cela posé, comme le premier terme de la suite 


ESRI 0 ds ia 1 
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est résidu quadratique, et qu'il y a autant de résidus que 
de non résidus quadratiques, il y a nécessairement dans 
cette suite un résidu & suivi d’un non résidu & + 1. Posons 
d’abord 


(4) a=t (mod,p); 


ensuite 4 +1, étant non résidu quadratique, satisfait à la 
p — 1 
2 





congruence (3), et, comme est impair, puisque 


p = 4n +3, on a 
PRE 


L 


(— a—1)? æ1 (mod.p); 


d’où il suit que — a—1 est résidu quadratique : on peut 
donc poser 


(5) —a—iæu (mod.p). 
Ajoutant les congruences (4) et (5), il vient 
É+u+izo (mod. p). 


Ce quil fallait démontrer. 


TaéorkMEe XI. 


Tout nombre premier est la somme de quatre où d'un 
motndre nombre de carrés. 


Car tout nombre premier divise une somme de trois 
carrés {+ u° +1, laquelle est comprise dans la forme 
plus générale a° + b° + ©? + d?. On peut donc dire que 
tout nombre premier divise une somme de quatre carrés, 
et, par suite, en vertu du théorème VI, tout nombre pre- 
mier est la somme de quatre carrés, ou d’un moindre 
nombre ; car quelques-uns de ces carrés peuvent être 
nuls. | 
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Taéorsme XIE. 


Tout nombre entier est la somme de quatre ou d'un 
moindre nombre de carrés. 


En eflet, tous les facteurs premiers impairs d'un 
nombre entier sont de la forme 


at + bre qe 


il en est de mème du facteur premier 2. Par conséquent, 
en vertu du théorème IT, le produit de tous ces facteurs 
premiers , C'est-à-dire le nombre proposé, a aussi la forme 


a? + 0? +- c'+ d?, 


a ee QG ED 
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Des équations irréductibles dont deux racines sont tellement liées entre 
elles, que l’une puisse s'exprimer rationnellement par Pautre, Sur Ja 
résolution de ces équations. 


Nous avons démontré, dans la vingt-deuxième lecon, 
l'impossibilité de résoudre algébriquement les équations 
générales de degré supérieur au quatrième. Mais une 
équation de degré quelconque, dont les coeflicients ont des 
valeurs particulières déterminées, peut, dans certains cas, 
être résolue algébriquement (*). Ainsi, les équations aux- 
quelles conduit le problème de la division du cercle en un 
nombre premier de parties égales sont toujours résolubles 
par radicaux, comme M. Gauss l’a établi dans ses re- 
cherches arithmétiques. Ces équations ont cette propriété, 
que chaque racine peut s'exprimer rationnellement par 
l'une quelconque des autres (voyez treizième leçon). Abel, 
en partant de cétte remarque, a fait voir que, si deux ra- 
cines d’une équation irréductible sont tellement liées 
entre elles, que l’une puisse s'exprimer rationnellement 


(*) Gallois a donné la condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
équation irréductible de degré premier soit résoluble par radicaux. 

Journal de Mathématiques pures et appliquées, tome X). Mon ami 
M. Liouville m’a annoncé l'intention où il était de publier un jour des 
développements relatifs à ce remarquable travail, Ce n’est que par ces 
développements, dont M. Liouville a bien voulu me communiquer une 
partie, que je suis parvenu à comprendre certains points du Mémoire de 
Gallois, dont la lecture ne peut être abordée que par les géomètres qui se 
sont occupés d’une manière toute spéciale de la théorie des équations. On 
voit par quelle réserve je suis empêche de présenter 1@1 la découverte de 
Hallois. 
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par l'autre, on peut toujours ramener la résolution de 
l'équation à celle d'équations de degrés moindres. Il y a 
même des cas où l'équation est résoluble algébriquement ; 
cela arrive en particulier si son degré est un nombre pre- 
mier. 

Nous allons exposer ici ces recherches d’Abel, et nous 
ferons ensuite l’application de sa méthode aux équations 
de la division du cercle en un nombre premier de parties 
égales.” 


Des équations irréductibles dont deux racines sont tel- 
lement liées. entre elles, que l’une puisse s'exprimer 
rationnellement par l'autre. 


Lemme. — Si f(x) — 0 est une équation irréductible, 
F (x) une fonction rationnelle, et que l'équation PIED 
admette une racine x, de f(x) — 0, elle admettra aussi 
toutes les autres. 

_ Soit, en effet, 
F(æi= u (æ) ; 
ÿ(æ) 


et 4 désignant des fonctions entières ; la racine x sera, 





par hypothèse, commune aux équations 
fix) = 0, gx) —o; 


er cela exige que le polynôme 4 (x) soit divisible par f (x), 
car autrement il y aurait un diviseur commun à ces po- 
lynômes, et l'équation f(x) —o ne serait pas irréduc- 
tible. Soit donc 
| gro (x), 
on aura 
JA DL). à, > 
EE ZT ——— (T1 
/ Ÿ (x) J \ Js 
et, par conséquent, l'équation F(x) — 0 admettra toutes 
les racines de f(x) = 0. 
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Soit maintenant 


(1) TD = ° 


une équation irréductible de degré p, et supposons que 
deux racines x’ et x, soient liées entre elles par l’équa- 
tion 

Fine Oz, 


où 0x désigne une fonction rationnelle de x et de quan- 
tités connues. x’ étant racine de l’équation (1), on aura 


TI0rVES.0$ 
d'où il suit que x, sera racine de l'équation 
(>) fe 0, 


et, par conséquent, cette équation (2) admettra toutes les 
racines de l’équation (1), car celle-ci est irréducuble, et 
f(x) est une fonction rationnelle. En d’autres termes, 
si æ désigne une racine quelconque de l’équation (1), 0x 
sera aussi racine de cette équation. Mais 0x, est racine de 
l'équation (r); donc 4x, le sera aussi, ainsi que #8 x, et 
généralement, en répétant sur x, un nombre quelconque 
de fois l'opération désignée par 8, on obtiendra toujours 
une racine de l'équation (1). 
Soit, pour abréger, 


DA 0 RO GET ENG PT OO RS EC Eee . 


tous les termes de la série 

(3) À} » 0x, ; Or ; D° 3. 

seront des racines de l'équation (1). Mais la série (3) ren- 
ferme une infinité de termes, tandis que léquation (1) 
na que y racines; il faut donc que quelques-unes des 


quantités (3) se trouvent répétées un nombre infini de 
fois. | 
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Supposons, par exemple, que l’on ait 


DT ee A 
ou 
ï 8 (9 x,) — 6"x, = 0, 
l'équation 
Gr —r—=Oo 


a la racine 0x, commune avec l'équation (1); elle ad- 


mettra donc toutes les racines de l'équation (1), et l’on 
aura | 


9x, — x, = 0, 
où 
= 
On tire de là | 
get, — 0x: 


d’où il suit qu à partir du n°"° les termes de la série (3) 
se reproduiront dans le même ordre, et que cette série ne 
contiendra que ces 2 quantités distinctes 


(4) Hs ee. Erin: 


Ces 7 quantités seront, en effet, distinctes, si z est le 
nombre de fois qu'il faut répéter sur x; l'opération dési- 
gnée par 0 pour reproduire x. 

Si l’on a u — n, la série (4) contient toutes les racines 
de l'équation (1); ce cas est celui de l'équation 

| DE — 
PR RTE 

où 2 + 1 est un nombre premier, ainsi que nous l'avons 
établi dans la vingt-quatrième leçon. 

Supposons > 7, et soit x, une racine de l'équation (1) 
qui ne fasse pas partie de la série(4), on fera voir, comme 
précédemment , que toutes les quantités 


(5) TL , CE UMÉ gr ….., FE L'; ? 


sont également racines de l'équation (1), Or je dis que, 
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dans la série (5), les 7 premiers termes 
(6) Æ) .] 0x, 3 0 CRE | 4 ir L'; 


sont les seuls qui peuvent être différents. En ellet, l'équa- 
tion 

x — x —0 
admet la racine x, de l'équation (1); done elle admettra 
toutes les autres, et l’on aura 

FRE ei 

d'où 
Q%+k x, — 0x. 
Par conséquent, les termes de la série (5) se reproduiront 
dans le même ordre, à partir du n°", et les seuls de ces 
termes qui peuvent être distincts sont renfermés dans la 
série (6). 

Je dis maintenant que les termes de la série (6) sont 
elfectivement différents entre eux, et distincts des quan- 
tités (4). 

L'égalité 


rie Dir 


où À et z sont inférieurs à , est effectivement impossible ; 
car, d’après le lemme établi au commencement de cette 
lecon , elle entraiînerait 


EME rtac—d LE 


ce qui n'a pas lieu, puisque les quantités (4) sont diflé- 
rentes. 
L'égalité 
HA En le 
est de mème impossible. Si, en effer, elle avait lieu, il en 
résulterait 
gu—h géré, — Qn—hph re, 

ot 

On pa se 
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et, par conséquent, x, ferait partie de la série (4), ce qui 
est contre l'hypothèse. 

Le nombre de racines de l'équation (1) renfermées dans 
les séries (4) et (6) est 27, on a donc nécessairement 
Han ou p12n. 

Supposons p > 27, et désignons par x; une racine de 
l'équation (1) qui ne fasse pas partie des groupes (4) 
et (6) ; en raisonnant comme précédemment, on formera 
un troisième groupe de n racines 


toutes distinctes et différentes des quantités (3) et (6); 
d’où 1l suit nécessairement que l’on au —3nou pu >3n. 
En continuant ainsi, on verra que les racines de l’é- 
quation (1) peuvent être partagées en un certain nom- 
bre m de groupes composés chacun de 7 termes, en sorte 
que | 
be —= mr. 


Les racines de léquation (1) seront alors 


OM: NE PR LE PACE Sois DE En 
Die 10008 C0 RMS OT à 

3 2 AS 

2 at 
Tm () Tm () Lm s 9" Em 


Considérons l'équation de degré 7 ayant pour racines 
les racines de l’un de ces groupes, du premier, par exem- 
ple, et soit 


(T— 2) (x — 02) (&— 07x,)... (x — 6x) = 0 
ou 


(8) TU AN ANT A ant +. HA, r+A; =o 
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cette équation. Les coeflicients 


ARTE : I 


D 
sont des fonctions rationnelles et symétriques des quan- 
tités 
DE, Ur EU EN Te DT 

et ne dépendent, comme on va voir, que d'une seule 
équation du degré m. 

Soit, en effet, y, une fonction rationnelle et symé- 
trique quelconque des quantités 


(9) Li, 0%, 0æ,.1., 0x; 


0x,, 8x;, etc., étant des fonctions rationnelles de x;, 
y, le sera aussi, et nous poserons 


Ji — FE , 


F désignant une fonction rationnelle. En outre, à cause 
de "x, — x, les quantités (9) ne feront que se changer 
les unes dans les autres si l’on remplace x; par 6x, 
x,,..., 0x, et comme y, est une fonction symé- 
trique de ces quantités, sa valeur sera invariable par ces 
changements; on aura donc + 


xt = EME F (Pr) F (rt ere 


Désignons par 
Vas Payer Pom 


les valeurs que prend y, quand on y remplace x, succes- 
sivement par 


on aura 





Ya = ir) REF (Or. F (077102) : 


o . . 0 . . . . . . . . . . a . . 


Fm — F( ME ce . p(6 Des de F(6?. Li ire — FO LR 
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Soit maintenant 


(y — #1) (x — rh (n— Yn) = 9), 
ou ; 


(ro) y" + ppt + pag +... LE pri Yet Pn = Ô 


l'équation qui a pour racines y1, Y2,:.., Yn3 Je dis que les 
coefficients p:, p», etc., de cette équation peuvent être 
exprimés rationnellement par les coefficients de l’équa- 
tion proposée (1). On a, en effet, quel que soit l’entier À, 


v = LCR) CFO) ++ [FO a), 


tés 


A Fe) (F0) +... [FU |, 


. CE 


PACE (en) + LF(Oau)) +. F0 an)l À, 


Ji 


et, en ajoutant, 


“ « Ï 
ritrite ri: D [F(x); 


st 


le signe »r du second membre s'étendant à toutes les ra- 


cines de l’équation proposée, ce second membre est donc 
une fonction symétrique et rationnelle de toutes ces ra- 
cines; d’où il résulte que les sommes de puissances sem- 
blables des racines de l’équation (10) peuvent être expri- 
mées rationnellement par les coefficients de l’équation 
proposée. On pourra donc aussi exprimer de la même 
manière les coeflicients p,, p., eic., comme nous l’avions 
annoncé. 

La fonction rationnelle et symétrique y. des quanti- 
tés (9), qui peut d’ailleurs être choisie à volonté, dépend 
donc directement d’une équation de degré #7. D'ailleurs 
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les fonctions 

Jus À D: a te 
sont des fonctions semblables; car elles peuvent toutes 
être considérées comme des fonctions rationnelles de la 


seule racine x,. On pourra donc exprimer 
! t 4 
À 1 , A gp... À n 


en fonction rationnelle de y.. 

Nous sommes ainsi conduits à l’une des applications 
les plus importantes de la théorie des fonctions sem- 
blables, que nous avons développée dans une précédente 
leçon; mais, comme cette théorie est sujette à quelques 
cas d'exception, il ne sera pas inutile d'entrer, avec 
Abel , dans le détail du calcul des coeflicients A’, A° ,etc. 

Désignons par Y{x;) l’un quelconque de ces coeffi- 
cients; Ÿ est une fonction rationnelle qui ne doit pas 
changer quand on remplace x; par 0x:, 0 x,,...,0"-1x,, 
puisque d(x.)est, comme y,, une fonction symétrique des 
quantités (9); et il en sera de même de la fonction 


| ylb(x) où [F(x)j4(z). 
On aura donc 
À [Ft] ta) + [F(02)J PO) +... 


re PE — sà j ; 
+ [F(8-'2)] ÿ (87-20) 


en remplaçant x, successivement par X:, dy, .::, Xn, ON 
a à « NA OP ; à 
aura des expressions semblables pour y? Yts),. +, Ua), 


et si l’on pose 


(11) = y de) H y Var) + + rt (am) 


u 
2 


on aura 


=> DIE) y(, 


LS 
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le signe > s'étendant à toutes les racines de lPéquation (1). 


On voit, par là, que #, est une fonction symétrique et 
rationnelle des racines de l'équation (1), qui pourra, par 
conséquent, s'exprimer rationnellement en fonction des 
quantités connues. ; 

Cela posé, en donnant à À les valeurso,1,2,3,...,(m—1), 
l'équation (r1) donnera les suivantes : 


l Ds) + Das) +... HRb(an) = 4; 
Ya Ÿ ai) + Fa Ÿ (de) ue Jr (tn) = 5 
(12) € 72 Ye) Rd) ++ rnd (an) = &, : 


SUPUate ee = nn ét eo) 91 016 NPPNa ee eee 1.5: Le d'S,.0/'e 9e) ee D ve 


BAR Ÿ(x) EN Fe ÿ (x) ne La FE Ÿ (Xm) =. im ? 


dont les seconds membres peuvent être considérés comme 
connus. 

: Pour avoir la valeur de d(x;), ajoutons les équa- 
tions (12) après les avoir respectivement multipliées par 
les indéterminées 


RomeR Demers Ras I, 
et faisons, pour abréger, 
TO TO) — Xe 0 RATER ES SEER; FR, 
on aura 


pCri) br) + e(y2) bar) + 4. p(Tn) (tn) 
= Ro +R... + tn Rmo + m3 


. ét si l’on détérmine les facteurs R,, R;, etc., par les 


conditions 
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on aul'a 


to Rs + RE... + ln Rs FC 


(14) pir)= SET 


Cherchons maintenant les valeurs de R,, R,, etc: D’après 
notre hypothèse, l'équation 


p(r)= 0 


doit avoir pour racines Yo, Y3» - : +; Yms Mais Ces racines 
appartiennent aussi à l'équation (10), qui admet en outre 
la racine y,, on aura donc 


js a mŸ À LEE De YPÉE PR + Ps v + Pn 


| by L 
U y EE 
LAEZ FF: 
= VER Dar + P2 HE Frs Pre 
Er hsÿ ie DTA + Pme Y 
(15) « + y? | +: PRESS 
mu AE 
LT 


Comparant les valeurs 4 (>) données par les SIA (13) 
et (15), on trouve 


Rn-2 —= PETAT IS 
Rs =pr PJ Tir 


Le Pin Te Pns PA FEES x a 
R=pnEpn Tir à Hart ol 


On tire aussi de l'équation (15) 


PO) = MI (nr PR 2 Pre Pme 


ST 
ST 
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et en faisant, pour abréger, 


1 Pret di Pr ts Em—0 Pr ln 9 
KR N d Pnr-2 + 4 Pr Fe... + fs, 


FRE LP Ft, 
LES = bo; 


on aura cette valeur de L(x;), 


3 PT ET, a ET Te 
O7) Des) = —— . 
32m + (m — 19} AB ABS Eu 2 Pm_2 V1 + Pn-1 


La formule précédente n'est en défaut que si le dénomi- 
nateur du second membre est nul. Or je dis qu’on peut 
toujours faire en sorte que cela ne soit pas. En effet, ce 
dénominateur est égal au produit 


Dm) rer Tn)e 


et pour qu'il soit nul, il faudrait que l’un des facteurs le 
fût, que l’on eût, par exemple, 


Fr PR 
Cela posé, prenons pour y; la fonction 


Yi (a — ri) (a —Mx) (ae — 0x). . (x —— 9x ), 


\ 


a étant indéterminé; l’équation y, = y;, ou ds. 


(x 


ne peut avoir lieu, quel que soit «, à moins d’être iden- 
tique; ce qui est impossible, puisque les quantités x,, 
9æ;, etc., sont différentes de x;, 8x, etc. D'où il suit 
qu'en choisissant y, comme il vient d’être dit, l’équa- 
tion (19) donnera pour d (x;) une valeur détérminée. 
Les coefficients A, À, , etc., de l’équation (8), peuvent 
donc s'exprimer rationnellement par une même fonction 





ti)(æ—06x)...—(x— x) (« — 0x)..., 


UPS Le 
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y dont la valeur dépend d’une équation du degré m; et 
si dans ces coefficients on remplace y, successivement par 
Vas Vase.) Yny ON aura 7 équations du degré » , dont les 
racines seront respectivement 


T;, brie . Probe 


DS Des PR LES 


D'où il suit que l’équation proposée peut être décomposée 
en m. équations chacune du degré 7, dont les coeflicients 
sont respectivement des fonctions rationnelles d'une même 
racine d’une équation du degré 7. 

Cette dernière équation n’est pas en général résoluble 
algébriquement, quand son degré surpasse le quatrième; 
mais l'équation (8) et les autres semblables le sont tou- 
jours, en supposant connus les coeflicients A7, A", ete., 
comme nous le démontrerons dans la leçon suivante. 
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Qt 
I 


VINGT-SEPTIEME LECON. 
Résolution algébrique des équations dont toutes les racines peuvent ètre 


; ; Fe j : À : 
représentées par x, 0x, 0°x,.,., 0 x, Ox étant une fonction ration- 


4 fe « 
nelle de x et de quantités connues, telle que 4 x = x. — Cas où les 
quantités connues de f et de 4 sont réelles. — Simplification pour les 
équations dont le degré est un nombre composé. 


D'après la théorie exposée dans la lecon précédente, si 
deux racines d'une équation irréductible de degré 4 = mn 
sont telles, que l’on puisse exprimer rationnellement l'une 
par l’autre, l'équation se décompose en #1 équations du 
degré x dont les racines peuvent être représentées par 


à / 2 n—I 
x D, 0x, GARE UN. SEE 


et dont les coefficients sont des fonctions rationnelles res- 
peeuvement d’une même racine d’une équation de degré nr. 

Si l’on a m— 1, et par suite u — 7, ce qui arrive né- 

APE Fe ’ 
cessairement dans le cas de x premier, les racines de 
l'équation proposée sont représentées par 
À Hi 
CL, OX. COR T7, 
9x désignant une fonctiontrationnelle de x et de quanti- 
tés connues, telle que 
Er — x. 

Toute équation qui a cette propriété peut être résolue 
algébriquement : la démonstration de cet important théo- 
rème va fare le sujet de cette leçon. 
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Résolution algébrique des équations dot toutes les 
racines peuvent étre représentées par x, 0x, 0°x,..., 


ORNE 
Soit 
(1) Fa) = 0 
une équation de degré u, dont les racines sont 
4, 027022, A NOT re 


ÿx désignant une fonction rationnelle de x et de quantités 
connues, telle que 

(2) PH mnt 

et, par conséquent, 

(3) | ir br. 


Désignons par à une racine quelconque de 


et posons, avec Lagrange, 
(4) Ÿ (æ) — ( + ar Her +... Ha x)"; 


Je dis que la fonction Ÿ (x) est exprimable rationnelle- 
ment par les coefficients de f(x) et de 8(x). 

En effet, remplaçons x par 0"x, dans l’équation (4), 
on aura 


? 


HN nu UNE 
Era) = (On a OM + a Mt a 19RE ) 


et, en ayant égard aux équations (2) et (3), 


Him 


ñ TER Fes \/ 
ÿ (0x) CE (0 TZ + a DE. + a L-+ PU + 0x +...+ jé ont) 


Fm U—mn+1 Pe—1 16: é U—m—\ ,\, 
= (# da TT OM + 07 D Lr EE OMLSE LIER 0)" 


/ 


en Ne] un PACA PAC 
= (2 s (+ ax + ax ++ ) a 7, 
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» \ {2 
ou enfin, à cause de & —1, 


YO x)= (x). 
Donnant à m les valeurs successives 0,1, 2,..., 4-1, on a 


Yo) = D (Ex) D (6x) =. —4 Ce 2), 


ét, par conséquent, 


I 


1 ? 
TETCESTE EE TC AE 
d'où il suit que (x) est une fonction rationnelle et symé- 
trique de toutes les racines de léquation (1); elle pourra 
donc être exprimée rationnellement par les coeflicients 


de cette équation. 


2 
Posons alors 


on aura 


U—\ 
9’ LE Vs 


j 


1 


T+alx + ar +... + 2 


‘ étant une quantité connue. Et si l’on désigne par 
q ( 


RTL TRES CPR é 


les # racines de l’équation 


par 


Doyen PT Vas TNT 


H—1 
les valeurs correspondantes de #, on aura 


Hi 27 
x+0x + 0x +..... Mens Me «cr 0 = (/v, 
) 2 ho | bp Ê ne 
œæ+ ai 0x + 0x Et En a+ Fe VEUT 
L 
{ 2 ho r Det ali BIT 
(ONE + 2, 0x + a, 07 His + x 00 = \À/v 


MER AL os je ee,» VAR ATOS «ete lie sun neo le es 5 2709 se ,8 
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2 
La quantité \/v, est immédiatement donnée par l’équa- 


tion (1); car si l’on désigne par A le coefficient de x#7! 
dans cette équation, on a 


. Vi = -24. 


En ajoutant les équations (5), et ayant égard aux pro- 
priétés connues des racines x, on a 


MIT Je JnE 0 MATE 
— À —- \/ + V°.+. + V... 
u ) 


et l'on aura généralement la valeur d'une racine quel- 
conque #"x, en ajoutant les équations (5) respectivement 
multipliées par 


& += 


— 1m — mi —m —m 
0 œ œ . 


on trouve ainsi 





nt 


3 {TR Le EN #v1 
ZX 4 LIN ES — M Q £ 
ae ri aus mL À LÉ ren UE rs m7: \° 

2 Hi PB! 


\ 
{ {) mn VS : 
\ EPS | 
7) M ARE LOTS à CLOS 


1 
et l’on déduira de cette formule les valeurs de 0x, Px,…, 


9" x,en donnant à m2 les valeurs 1, 2, 3,..., (m —1). 
Dans l'équation (6) et dans toutes celles qu'on déduit 
de l'équation (3), on doit considérer chaque radical 





Vr. \/v: 7: 0 Ve, , Comme ayant toujours la même 
valeur. Si on laisse à chaque radical toute sa généralité, 
l'équation (7) ne diffère aucunement de l’équation (6), 
et cette dernière renferme l'expression de toutes les ra- 
cines. Il y a même ici une difliculté, car l'équation (6) 


e . 1221 F ! F 
donne pour x une expression qui à valeurs, tandis 
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que l'équation (1) n'a que x racines. Mais nous avons déjà 
eu l’occasion d'indiquer comment on peut faire disparaitre 
cette ambiguïté, en remarquant que quand on a fixé la 
valeur de l’un des radicaux, les autres sont par cela même 
déterminés. 

Désignons par à une racine primitive de l'équation 





PE L'; 
et posons 
3 ARE + 
May MA, a — A)... &, = & À ;, 
on aura 


#/ : 2 02 Et ni 
= x + «0x + «0x Hi, 4 + & 0 Fe 


WU, 177 | 

Ve — X +a"0m+a"Or+ + 
1e - nm a é ) ? ‘ 1 3.4 s 
Si l’on change x en 8"x, \/v, n'éprouve d’autre change- 


—m 


ment que d'être multiplié par &«”"; cela résulte immé- 


diatement d’un calcul fait au commencement de cette le- 


f —. A 
con. Pareillement V », sera, par le mème changement de 


( f- 


x en "x, mulüplié par & 7%); d'où il suit que le pro- 


duit 
La ff PF En 
pa(gr) 


sera multiplié par 2°" =r, c'est-à-dire qu'il n’éprou- 


vera aucun changement. Si donc on pose 


TE be —\ H—n 
\/e, ”, | == (x) : 





QI aura 


DÉC PMR DEP A ES D (o 


ï CYR UE 970 Bee L ë Li AIN 
nef de) QT) ee (9 
fe 1 ;. 2 \ ) 


D 
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et, par conséquent, 





1 qe 
p(x) = - | #5) + 9 0 x) +. IE he) . 
2 D ; 


p (x) est donc une fonction rationnelle et symétrique des 

racines de l’équation (1), et on pourra l'exprimer ration 

nellement par les quantités connues; en désignant par a, . 
sa valeur, on aura 


UL) $ f. Var 
\/v, Er = “y 3 


/ 


ns D 
M An { L] 
On = — V Le UT 
ar 


On POULE de cette manière exprimer chacun des radicaux 


ou 


pu 
Vs, À ’,, etc., en fonction rationnelle de 4/»,, et lé- 


quatiou (6) prendra la forme 





P 


Cette expression de x a précisément valeurs, et repré- 
sente bien les racines de l'équation proposée. 

Il résulte de ce qui précède que st les u racines d’une 
équation quelconque peuvent étre représentées par 

MS OL MBEETES 6 GET, 

0x étant une fonction rationnelle telle que 9° —x, l'é- 
quation est toujours soluble par radicaux, ainsi que nous 
l’avions annoncé. 

Et en rapprochant cet énoncé du théorème démontré 
dans la dernière leçon, on a cet autre théorème : 

SE deux racines d'une équation irréductuible de degré 
premier sont telles, que L'une puisse s'exprimer rationnel 


Leman) 
“ 
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lement en fonction de l’autre, l’équation est soluble 
par radicaux. 


Cas où les quantités connues de fet de 0 sont réelles. 


Si tous les coefficients de f et de 0 sont réels, on a un 
théorème remarquable, que M. Gauss a établi le premier 
pour les équations dont dépend la division du cercle en 
parties égales. 

Nous avons posé précédemment 


13. 


ia HR UE s 
= x + 0x + 0x +... + 0 x) à 


et nous avons établi que v, est une fonction symétrique 
des racines de l'équation f(x) —0o, par conséquent »v, 
est exprimable rationnellement par les coefficients de f 
et de 0; et si ces quantités sont toutes réelles, », ne con- 
tiendra d’autres imaginaires que celle de la racine «. En 
outre, 4-1 se déduit de v, en remplaçant à par l’expres- 


y. — 1 


sion conjuguée æ  ; d’où il résulte que #, et v,_, sont 
des quantités connues imaginaires et conjuguées. On 
pourra donc poser 





Pi = (cos o + V1 Sin w) 3 


(9) 


Pia blCcos 0 a sil w). 


Nous avons aussi, en général, 


CHI) Hi 'FiNEp 
(Ve Pr = 


el, pour 7 = —1, 


: ON ET ES 
(ï0) 2 V'- 0 y 


&y_1 est exprimable rationnellement par les coeflicients 
de f.et de #, elle ne peut done renfermer d’autres ima- 
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givaires que celle qui se trouve dans +. Mais il est évi- 


Re 
dent que &,_, ne change pas si l’on remplace œ par & 


qui est sa conjuguée; donc ay_1 est réelle. 


Des équations (9) et(r0) on déduit 


DE TT 
i APR 0] 


et, en désignant par a la valeur numérique de 4,., 


\/? = — Va. 


La première des équations (9) donne alors cette valeur 
Pb. IT 
de {/v:, 
LEE J— wo + 24 x — | w+2 Fr 
PSN Al COS ENNE TL SIRE  e 
p p 


et l'expression des racines x, donnée par l'équation (8), 
prend cette forme très-remar Fete 





Le: 2 k \ 
A EN Ce TV éme +or) | 
fé 
À 2 À 
TE ant VTT) (cs 2 4 sin TE) 
l M / 
AN /: Æ 
| pe HF Va (cos 3 ET # ETS ES :) 
pr le 


++ <a VT5) (cost RE 4 in) 
4 à 


ll 
(l 


RAA AE TA . G, fi, 1, etc., sont des fonctions ration- 


27 
nelles de Eee LT et deg = 


p p ; 
L'équation précédenLe fera connaitre les 1 racines de 
f(x) — 0, en donnant au nombre entier k les x valeurs 


e ] 


0,1,2,93,..:, —1+ De la résultete pa suivant. 


. 
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TaéoriMe. — Pour résoudre l'équation (1) f(x) = 0 
il suffit : | 

1° De diviser la circonférence entière du cercle en y. 
parties égales ; 2° de diviser ensuite un angle w en u par-- 
tes égales ; 3° d'extraire la racine carrée d’une seule 
quantité à. 

Remarque. — Les coeflicients de f et de @ étant tous 
réels, si une racine de f(x) — 0 est réelle, toutes les autres 
le seront ; puisque, si x désigne cette racine réelle, les 
autres racines sont 


PA ER A 2 GS 


Par conséquent, l'équation proposée a ses racines ou toutes 
réelles ,'ou toutes imaginaires. 


Simplification pour le cas où le degré u est un nombre 
composé. 


La méthode qui vient d'être exposée pour la résolution 
algébrique de l’équation 


(1) f(x) ro 

est applicable à tous les cas, que y soit premier ou non ; 

mais, dans ce dérnier cas, on peut simplifier la solution. 
Soit u — mn. Les racines de l’équation (1) étant tou- 

Jours 


/ y 2 ! » 
CPE AO 1e CRETE: #, 


hHOoUusS pourrons les partager en ni groupes de la manière 
suivante : 

? T, PNY FA PER QUE ES 
| | x, QE 2 Q2n+1 ES. |, PT ALES 20 D: 


M— 1 2M— | p 31 UML pr 
CAE Par: L 5: 6 HS æ; 
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ou, en posant, 
D 0 OL ETS POLE Le, 2e OT RE 
et 
gm T = 9, TL , 


de la manière suivante : 


2 —_ 
Lis PO age ee ETS 


2 wa x 
Li0018 10 Lis. 2 OT a, 


< 2 nf 
Le Ts DEms Vi Tmse + 23 0 Line 


En appliquant donc à l'équation (1) la méthode exposée 
dans la lecon précédente, on pourra la décomposer enm 
équations, chacune du degré 7, qui auront respective- 
ment pour racines les divers groupes (2), et dont les coefli- 
cients seront des fonctions rationnelles d’une même ra- 
cine d’une équation 


(3) Yi). =—=+0 


de degré »7. Soient 
Vis Frs 5 Jim 


les » racines de lPéquation (3), et 

(4) p(Ts in O0, plr, Y2) — Dssre) p(æ, Va) = 0 
les m équations qui ont respectivement pour racines les 

quantités du premier groupe (2), du deuxième, etc., du 

dernier. Je dis que, pour résoudre l'équation (1), il sufht 

de connaître une racine y de l’équation (3), et ensuite une 

racine x de l'équation 


(6) p(r, Y)= 0 
PR. 
correspondante ; Car on aura , de cette maniere, une ra- 


cine x de l’équation (1), et les autres seront 


À 


00,026 6 0 IE 
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L'équation proposée (1) étant résoluble algébrique- 
ment, l’équation (3) l’est aussi; car y désigne une fonc- 
tion rationnelle de x. Mais je dis de plus que l’équa- 
tion (3) jouit de la même propriété que l'équation (r), ei 
que, par conséquent , on pourra lui appliquer la méthode 
de résolution précédemment exposée. 

En effet, les racines de l'équation (1), renfermées dans 
le premier des groupes (2), sont 
(6) LI OS OR PONT LE 
et y désigne une fonction rationnelle et symétrique de 
ces racines, c'est-à-dire une fonction rationnelle de x. 


Posons RÉ a 
. ÿ — Er, FRS CR A RES b(r—im x) —— FÉES 


lés m racines ÿ1, Y2,.. -, y, de l'équation (3) seront 
F{x), F(0x), F(9°x);..., F(0%-1x), 
et l’on aura 
F(0x) = F(02, 00", 007, ..3 06 Cm»), 


Par conséquent, F(0x) et F'(x) sont des fonctions ration- 
nelles et symétriques des quantités (6), et l’on pourra ex- 
. “ . ? r , 
primer rationnellement l’une par l’autre par la méthode 
des fonctions semblables rappelée dans la derniére lecon. 
Soit donc 
FO) SE la À Tr; 
_ Àx étant une fonction rationnelle de x, on aura 


FIX NAT) =, 
F(65x) — 1F(02x) — y, 


F (Ont x) = XF (0229) — Am y, 


et l’on voit que les 2 racines de l'équation (3) pourront 
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être représentées par 
Pa XSLT. SP T PTE 


À désignant une fonction rationnelle telle que "y = y. 

L’équation (3) une fois résolue, y sera connu, et on 
pourra appliquer à l'équation (5) la méthode précédem- 
ment exposée, puisque ses 7 racines peuvent être repré- 
sentées par 


29 n—i 
CS Pits DAT AD VIN EEE 


On peut donc énoncer le théorème suivant : 
Si u — mn, la résolution de l’équation (1) est ramenée 
à celle de deux équations des degrés m et n respective- 
ment, et qui ont la méme propriété que la proposée. à 
Si n est lui-même un nombre composé m,n,, on ra- 
mènera, de la même manière, la résolution de l’équa- 
tion (5) à celle d’une équation en z 





(7) _ biz, r)= 0 
de degré m1,, et à celle d’une équation en x de degré m3. 


(8) Pl (Tr z)= 0: 


Dans l'équation (7), y fait partie des quantités con- 


nues, et dans l'équation (8) il en est de mêmede y et de z, 


et, généralement, on a ce théorème : | x 

TaéorÈme. — Si u— mim,... m,, la résolution de 
l'équation (1) est ramenée à celle de n équations des 
degrés 


NS TES + 30 INIER 


respectivement, et il suffit méme de-connaïtre une racine 
dé chacune de ces équations, qui ont toutes la méme 
propriété que l'équation proposée. 

CororLatrE. —$r, en décomposant u en facteurs pre- 
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rmners, On 4 
PARPE Po) 
LL = €, €) +. + EU") 
la résolution de l'équation proposée de degré pu. se ra- 
mènera à celle de p; équations du degré :,, de p, équu- 
tions du degré e:,..., de p, équations du degré e 


ExemPre. — Supposons que y — 30, les racines de 
Du fla)=0 


seront 
DL, 0, QU Der URI 


Comme 30 — 2 X15, on prendra pour y une fonction 
rationnelle et symétrique des quinze racines 
| PES RCUE PERTEE Pnz: 
y dépendra d’une équation du second degré 
(2) y°+Ar+B—o, 


dont les coefhcients seront immédiatement exprimables 
par ceux de la proposée; on pourrait former ensuite 
l'équation du quinzième degré ayant pour racines x, 
Px,...,0%x, mais il est inutile de faire ce calcul : repré- 
sentons, comme précédemment, par 


p(z, y) =0 


cette équation, où y est une quantité connue. Comme 
15 — 3 X D, on prendra pour z une fonction rationnelle 
et symétrique des cinq racines 


%, (002, DOME "Cr DR: 
z dépendra d’une équation du troisième degré 


(3) z + Cr + Dz+E—Oo, 
2 
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dont les coeflicients seront des fonctions rationnelles de y 
et des autres quantités connues; enfin on formera lé- 
quation 


(4) 2$ + Fri + Gas + Hz’ + Kr + L=o, 


ayant pour racines 
LD OS DRE 0 AE NE LR 


et dont les coefficients seront fonctions rationnelles de y et 
de z. La résolution de l’équation (1) sera ainsi ramenée à 
trouver une racine de l’équation (2), puis une de l’équa- 
on (3), puis enfin une de l'équation (4). | 


Autre manière de ramener la résolution de L ‘équation (1) 
à celle d'équations de degrés inférieurs. 


Revenons au cas général, et supposons 


B—MimM:...m, 


Désignons par n1,1»,...,14 les quotients respectifs de y: 
Par M, Moss. Mo; ON AUTA 
PM Malte Mal le: à ARMES 
3 , 4 5 \ : 7 A , 
Cela posé, on peut, d'après ce qui précède, décomposer 
l'équation 


RARE 0 
en deux équations, des w manières suivantes : 


Prft; Yi) — O0 ayant pour,racines x, Or, QMx 
1) O(r—U mr x, et dont les coefficients sont des fonctions ration- 


nelles d’une racine y, d’une équation 4,(7,) = 0 de de- 
gré m1. 


.: VINGT-SEPTIÈME LEÇON. 371 
gt, Y:) — 0 ayant pour racines x, 0x, 021æ,.,.; 
9 (MT) M», et dont les coefficients sont des fonctions ration- 
(2) les d’ ; d no 
nelles d’une racine y, d’une équation 4,( y:) = o de de- 
gré M. 
0... , 600% + + 0 9, d'e Me ve 0» 0 0676 eee) e es © + 6» cie +76) esse tree 


080 0 00 00% 00 de te 0800 00 0 0 


volt == 0Layant poumracinés 2," 04m, 0er A, 
(s) Q(r,7m,x, et dont les coefficients sont des fonctions ra- 
@ . . , : Ù 
tionnelles d’une racine y d’une équation 4,,(y,)=— 0 de 
degré m4. 


Supposons maintenant que 713, Massses Mo soient pre- 
miers entre eux, les équations 


UNE = 0 nn PA 0 pe 4) 0 


0) \ 


n'auront que la seule racine x commune; donc, suivant 
un théorème connu, on peut exprimer x rationnellement 
par les coeflicients de ces équations, et, par conséquent, 
en fonction rationnelle de 71, y2:,..., y. Ces dernières 


quantités étant connues, on aura une racine de léqua- 
tion (1), et, par suite, toutes les racines. 

La résolution de léquation (1) est done ramenée à 
trouver une racine de chacune des équations 


WU, ar] = 0 Cr 0; 


qui sont respectivement des degrés m,, m:,..., ma. En 
outre, ces équations ont la même propriété que la pro- 
posée ; ainsi que nous l'avons établi précédemment; on 
pourra donc leur appliquer la mème méthode. Si lon 
veut que ces équations soient les moins élevées possibles, 
et si, en décomposant y en facteurs premiers, on à 


Fe ls Po 
[7 Me A M oi È €, 3 


372 VINGT-SEPTIÈME LEÇON. 
il faudra prendre 
P? Po) 
NE CE MEN et TD EC EE 


Quant à la résolution de chacune des équations 


y(r)=0 


de degré €, elle se ramènera à celle de-p équations de 
degré €, ainsi que nous l’avons démontré. 

CoroLLAIRE. — Toute équation de degré 2?, dont les 
racines peuvent étre représentées par 


. 


‘ / 
z, 0x, 0x,.:., 0x, 


peut étre résolue à l’aide de p extractions de racines 


carrées. 
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Résolution algébrique des équations dont dépend la division du cercle en 
un nombre premier de parties égales. —- Division de la circonférence en 
dix-sept parties égales. — Construction géométrique. 


Résolution algébrique des équations dont dépend la 
division du cercle en un nombre premier de parties 
égales. 


Le problème de la division du cercle en un nombre m 
quelconque de.parties égales se ramène à la résolution 
de l’équation binôme 


(x) DRE = 0; 


car , si l’on fait 


on obtiendra les m racines de l'équation précédente, en 
donnant à k les m valeurs 


dans la formule 


z = COS #A + Ve e 1 Sin fa; 


on connaîtra donc coska et sinka lorsque l'équation bi- 
nôme sera résolue algébriquement. | 

Nous avons vu, dans la treizième leçon, que si »i est un 
nombre composé, la résolution de l'équation (1) se ra- 
mène à celle d'équations de la mème forme et de degré 
premier; nous supposerons donc m premier et égal à 
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au + 1. En divisant l'équation (1) par z— 1, et posant 
ensuite 


Z 1 L 20e, 
Z 
elle devient (voir quatorzième leçon) 
27 es Ne oies EE (pe Eu 1) ai? — (pe = 2) xl 


(2) | à (#—2)@—3) (B—3) (4) nu 


Î 102 


Xi + 8 _—_ etc. — 0. 

C’est de cette équation (2) que dépend directement la 
division du cercle en 24 + 1 parties égales. Ses u racines 
sont représentées par la formule 


247 
ZX 2 COS ——— = 2 COS ÀA , 


244 + 
dans laquelle on doit donner à k les 4 valeurs 


1, 2; DS + Ho 


ou des valeurs qui n’en diffèrent que par des multiples 
de 2u+ rt. 

Soii 7 une racine primitive pour le nombre premuer 
2u + 1; je dis que les u racines de l’équation (2) seront 


(3) 2cosa, 2cosna, 2coSn'a, ..., 2cosn"—'a. 


Il est évident que chacune de ces u quantités satisfait à 
l'équation (2); il suffit donc de démontrer qu'elles sont 
toutes distinctes. Supposons , s’il est possible, que deux 
de ces quantités soient égales, et que l’on ait 


.2cosPa = 200$ n14, 
p et g étant < y, on aurait 


nana = 2r, 
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4 | ET : : Ca 2r 
À désignant un nombre entier. Mais a = ——— , done 
j 2,2. #01 
n9 (nr? 1) 


2u+I 


serait un nombre entier ; et comme 24+1 est premier, 
et que 7 <T2u+1, il s'ensuit que 2u+1 diviserait l’un 
des deux nombres 72°-7+1 ou n?-1—1; il diviserait donc 


leur produit 
RARES: 


or ceci est impossible, car 2p — 2q est 2h, et n dé- 
signe une racine primitive de 2u + 1. Donc les quan- 
tités (3) sont bien toutes les racines de l'équation (2). 

Si maintenant on fait 


Le CU0S 4, ER COSTA, 
on aura .. 


RP COS 7 EI 2 COS n° A ;.:, 300 7 L'on 2 COS, 


et les racines de l'équation (2) seront représentées par 


" pm 2 K— | . 
TRS EE Di ds 


[nd LA . . ee. + 
on a, en ouire, Re —=X; Car 74 étant racine primitive 


de 2u+1,ona n° 


= — 1 (mod. 2u.+ 1); enfin 0x est 
une fonction rationnelle de x, car cos na est exprimable 
rationnellemeut en fonction de cosa. On voit donc que 
l'équation (2) est comprise dans la classe d'équations que 
nous avons étudiée dans la dernière leçon, et l’on pourra 
la résoudre par la méthode que nous avons exposée. 

Ici, la fonction rationnelle 0x a pour valeur (voir 


quatorzième leçon) 


D Ed —- TU (7 2e! PR eu. (a 7 DTA 


+- Sur A am x"! + etc. 
185:2 
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En appliquant à l'équation (2) les théorèmes de la 
lecon précédente, on obtient les énoncés suivants : 

1°. Siu— mm; .:. m,, on peut diviser la circon- 


férence entière du cercle en 2u + 1 parties égales à 
l’aide de w équations des degrés m,, ms, ..., m,, res- 
pectivement. S1 les nombres m;, m,, ..., m, sont pre- 


miers entre eux, les coefficients de ces équations seront 
des nombres rationnels. 

Si u — 2°, on pourra diviser la circonférence du 
cercle en 2u + 1 parties égales, à l’aide de ® racines 
carrées. En d’autres termes, si 21 + 1 est un nombre 
premier, et u— 2°, on pourra diviser la circonférence du 
cercle en 2u.+1 parties égales, avec la règle et le compas. 

3°. Pour diviser la circonférence du cercle en 2u+ 1 
parties égales , il suffit de diviser la circonférence entière 
en 21 parties égales, de diviser un arc, qu'on peut con- 
struire ensuite en 2p. parties égales, et d'extraire la ra- 
cine carrée d'une seule quantité 

Ce dernier théorème est dü à M. Gauss. Ce géomètre a 
prouvé, en outre, que la quantité dont il faut extraire la 
racine carrée est simplement le nombre entier 24 + 1. 
Voici comment Abel le démontre : 

En désignant par » cette quantité, p est, comme nous 
avons vu, la valeur numérique du produit 


(x + aÿrx + x 02x Hs. + alt 081 x) (x + ot 0 2 + a 0x... + a.9#—1a) ñ 


“ 


où 


27 27 
A4 = COS — + mA Sin — + 


1! 
On a donc 
pe (cos + a cos na + à cos 7° a + 4. + at cos nl! a) 


Le x (cos a + oi cos na + a!—? cos n'a +... + a cos 2ET! a). 
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En développant ce produit, on ‘aura un résultat de 
la forme 


LE ? 


Ep=h+hat+he +... He, 


et l’on trouve facilement 


En —={(cosa cos2"a + cosnacosn"+'a + ,.., Hcosn" tt" a cos rM—! a) 
+ 4 (cos n-"acos a + cos n'a cos na + ... + cosn!-!'acosnr"—! a) . 


En se servant de la formule 
I à 
cosrPacos nr"? a — —Cos (aM+P a + nPa )+ > cos (ab a — nP a)» 


la valeur de t,, prendra la forme 


DA + cos(z"+ 1)7a + cos (n"—+1)7?a +... d 
Em — 2 
+ cos (a+ 1)72#-'a 
cos(r"—1)4 + cos(7"—1)na + cos(n"—1)7a +... 
+2 


+ cos (2"— 1) 72#—"'a 
ou, en faisant 
(am +rija—=a, (n"—1)a = a”, 
tn = 200$ & + 0 2 cos a’ + 0°2 cos a +. ..+ 0" 7" 2 cos a’ 
+ 2 cosa” + 0 2cosa" +0?cosa”/+...+0"T'2cosa”. 


Cela posé, supposons d’abord que m ne soit pas nul; 
2 cos a’ et 2 cos a” sont des racines de l'équation (2), donc 


o ; 
2co$ a —0 re 2cosa” —0 x, 
? 
et l’on aura 
) 0) U— LE 
= (9° 4 0 x 4 eo Ext 00H 2, EE 077 ar) 


+ ("x LD +, .,. + QT» RAC PONEUNONRS DV) na 
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ou 


lm—= 2 (æ —+ Üx —+ OX +...+ pars 


ce ] \ x bi . 

c'est-à-dire que £, est double de la somme des racines de 
re \# 4 e 7 ?. eo 

l'équation (2), laquelle est égale à — 1, ôn a done 


ln = 12: 


Supposons maintenant M» — 0, on aura 
GES [cos 20 + cos 2na.+ COS2n°?a +...+cos 27° a) +2 hp. 


Or 2 cos 2 a ést racine de l’équation (2); donc, en faisant 


n 


0 
2C082a —0 x, 
on aura 


n— (P2+ QT +. et dE PRE OL +077) +2, 


el, par conséquent, 


b= 2h — 1. 
LA 


D'après cela, la valeur de + p sera 
cpu I — 2 (a+ a+... Ha). 
D'ailleurs 


Pat ONE GORRETTS 
donc 
Li HE pl au it 
Ce qu’il fallait démontrer. 


Division de la circonférence en dix-sept parues égales. 


En faisant 2u +1 — 17 ou  — 8, l'équation (2) du 
paragraphe précédent devient 


(a) at a 7 af = Ga +15xt— 102 —1021— {x Fi 0% 
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et ses racines, comprises dans la formule 





2k Tr 
L' = 200$ , 
17 
peuvent être représentées par 
(2) DOTE LOT rer CRT ON ED PE 


La plus petite racine primitive de 17 est 3 (vor la 
Table des racines primitives, page 326), et les résidus par 
rapport à 17 des puissances 

FL Are AS ENS aies CROIS LAURE A 
sont 
mA 60 H10;,F9, 0, 10; AS 


donc, en faisant, pour abréger, 





' 2T 
ME s 
19 
les quantités (2) seront 
2.C0S 4 , 2C0834, 2(0S94, 2COSI04, 


2COSTIA, M2 60504, l2E08194, 2COS 11. 


Pour appliquer la méthode générale , il faut commencer 
par calculer une fonction rationnelle et symétrique y des 
quantités 


2C0S4, 2C0$04; 2C0S13a, 20c0s15@. 
Posons donc 
J = 200$ a + 2C0SQA + 2 COS 13 a + 2c0s 194, 


y dépendra d’une équation du second degré, dont les deux 
racines seront 


GT r 


(4) »=20c0os3a + 2cos104a + 2cos5a + 2cos11a. 


2 COS 4 + 2 COS O4 + 2 COS 13 & + 2 COS 194, 


Cette équation est bien aisée à former, car on a d’abord, 
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par l'équation (1), 
(5) SH —1; 


ensuite, en multipliant y par y\ transformant les pro- 
duits de cosinus en sommes à l’aide des formules connues, 
et ayant égard à l'équation identique 


COS (17 — 7) a — COS ma , 
on irouve 


ri —4 ( 


et, à cause de l'équation (1), 


2, COS 4 +2. COS 134+2C0S9a+-2 C0 104—+-2C0$ 134 
? 
+2 cos 5 a + 2 COS 15 4 + 2 COS 11 4 


(6) IN = — À. 
L'équation en y sera donc 
(7) J'+f—4= 0, 


et l’on peut considérer comme connues ses deux racines 


VAeUrM 
Maintenant les quantités 


2C0$4, 2C0$94, 2C0OS184, 2005194 


sont racines d'une équation du quatrième degré dont les 
coeflicients sont fonctions rationnelles de y, et sur laquelle 
nous allons raisonner comme nous avons fait sur la pro- 
posée. Il faut, conformément à la méthode générale, 
chercher d’abord une fonction rationnelle et symétrique 


z des quantités 
2.C0SG, ‘2COS 138%: 
Posons donc 
Z = 2C0$@ + 2C0S13 4, 


l'équation en z sera du second degré, et aura pour racines 
(8) 3 == 2C0$A + 2005134, 


(a) Z, = 2.005 Où + 20515 a. 
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On a d’abord 
(10) An CE Le 6€ 


et en multipliant z par z,, on trouve, après avoir rem- 
placé les produits de cosinus par des sommes, 


n MT AR ete à) 
=. ; 
+2 cos 5 à + 2 cos 15 a + 2C0S 104 


ou, à cause que la somme des racines de l’équation (1) 
est SE I, 


(11) 2 ; 

l'équation en z sera donc 

(12) 2 — YZ2— 1 —0O. 

Enfin il né reste plus qu’à former l’équation du second 
degré dont les racines sont” 


2C0$S4, 2COSI134, 


et dont les coeficients peuvent s'exprimer en fonction ra- 
tionnelle de y et de z. Maïs on peut simplifier ici l’ap- 
plication de la méthode générale. 

Considérons l'équation du quatrième degré, dont les 
racines 


2C0$S34, 2COSI104, 2C0S04a, 2COS114 


ont pour somme Y,, et traitons-la comme nous avons 
fait de l’équation qui a pour racines les quantités dont la 
somme est y. On formera une équation du second degré 
ayant pour racines 

(13) u = 2 cos 34 + 2:cOS 54, 

(14) U, == 2 COS 10Q + 2C0S114, 


et, en opérant comme précédemment, on trouvera 


15) += Ti, 
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(16) UU, = —"; 
cette équation en u sera donc 
(19) WW —Y;u—1—=0, 


et les quantités u et u, sont connues, ainsi que Z et 24. 
Cela posé, faisons 


(18) TRS COS US 
(19) Li ="2 COS T0 AD 
on aura d’abord 

(20) Ge DE 24 

et ensuite 


xx, = 4 cosa cos 13 a = 2c0s 14 a + 2C0S124 


2 COS 34 + 2C055 a 
ou 


(21) ; LME SV 20 
x et x, seront donc racines de léquation 
(22) L\'— ZX + uU —=O. 


La résolution de l'équation (r) est ainsi ramenée à celle 
des équations du second degré (3), (12), (17) et (22); le 
problème.est donc résolu. Nous allons chercher mainte- 
nant à déduire de la théorie précédente une construction 
géométrique, pour effectuer la division de la circonfé- 
rence en dix-sept parties égales. 


Construction géométrique. 


Quand on se propose, dans la géométrie élémentaire, 
d'inscrire dans un cercle les polygones réguliers de trois 
ou de cinq côtés, on commence par inscrire ceux de six 
et de dix côtés. De mème, nous commencerons ici par 
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inscrire le polygone régulier de trente-quatre côtés, celui 
de dix-sept côtés s'en déduira immédiatement. 

Soit une demi-circonférence, fig. 3, partagée en dix- 
sept parties égales aux points 


MAT IC, dre LR 08 Jr Role MMS. CSD > 


la corde ab sera le côté du polygone régulier inscrit de 
trente-quatre côtés, et les cordes ad, af, ah, aj, al, an, 
ap seront les diagonales de ce polygone ou, si l’on veut, 
les côtés des polygones réguliers étoilés de trente-quatre 
côtés , que l’on peui inscrire dans la circonférence. 

En prenant le rayon pour unité, et faisant, comme 


précédemment, 
2T 
(0 ET . 
é 17 
on aura 
, rs 
ab=2smn— —+2cosi34, 
34 
: T 
ad=2sm— = —2cos5a, 
34 
OT 
af = 2$sM— —=+2cos3a, 
34 | 
AT 
ah=2smS; —=—2cos114, 
34 
. T 
aj = 2sin 27 — + 2C0S 154, 
34 
. lIT 
Al SIN 12008107 
34 
si 13% Fr ; 
Ans IE 2 COS 4 
34 7 
. 19 
AP = 2$M—— = — 2 C0504. 


Conservons toutes les notations du paragraphe précédent; 
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les équations (3) et (4) nous donnent 
y = an — ap + ab +aj, 
Yi = af — al — ad — ah. 


On voit que y; est négatif, car af est << al; par suite , 
y est positif, puisque ÿy1 = —1. Faisant donc y; =—7", 
les équations (5) et (6) deviennent 


Yi ST — D 
Feet 


Les équations (8) et (9) nous donnent 


z— an + ab, 


21—= — ApPE+ dj; 


z, est négatif, car ap est > aj, et z est positif. Les équa- 
tions (10) et (11) deviennent, en faisant z, — — 2", 


z— 2 = y, 


2Z =. 


Pareillement, les équations (13) et (14) donnent 


u —= af — ad, | 4 


u, = — al — ah; 


u, est donc négatif, et u positif. Faisant u, = —u", on 
aura, par les équations (15) et (16), 


w—u— 7, 


ou —U 
enfin les équations (18) et (19) donnent 


LE an, > 
Tres 
L É 
en sorte que x et x, sont positifs, et les équations (20) 


La 
La 


r 


* 
R. 


tx 


ss 
(ee) 
ST 
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et (21) conservent leur forme 


LME: 2; 


LC, MU: 


Le côté de notre polygone de trente-quatre côtés est x;. 
et, pour le construire , on voit qu'il suffit, 
°. De construire deux lignes y et y’ telles, que 


MeV Dry =; 
De construire quatre lignes z, z’, u, u’ telles, que 


TEE ie EDS PAT te 


wu—u—= y, uu = 1; 
3°. De construire deux lignes x et x, telles, que 
APE 2 OP AD LUE 


Construction. 1°. En un point O d’une ligne indéfinie 
UV, fig. 4, élevons une perpendiculaire OA égale au 


1 A! ! A ° La 1 
rayon du cercle, c'est-à-dire à l’unité. Pre ons OC — >; 


puis, du point C comme centre, avec CA pour rayon, dé- 
crivons un cercle qui coupe en B et D la ligne UV; on 
aura 


/ 


I L 
OP= S0 OD = - y’; 


D | = 


çar 
20D—20B—= 4.OC "1 6e 20D < 20B—40A —4. 


. Joignons AB, et du point B comme centre, avec OB 
pour rayon , décrivons une circonférence qui coupe en M 


et Pa ligne AB.prolongée, on aura 


ADI 20m API"; 
car 


AM—AP=PM—20B—) et AM. AP=— AO =: 


29 


TT 
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Joignons pareillement AD , et du point D comme centre, 
avec OD pour rayon, décrivons une circonférence qui 
coupe en N etQ la ligne AD prolongée, on aura 


| A 
AN = AQGEUS 
car 


AQ— AN—NQ—20D— y' “et AN.AQ— AO —1. 


3°. Rabattons AO en AE sur le prolongement de AD, 


décrivons sur NE, comme diamètre, un cercle qui coupe 
k AM 
AB en F'; du point F comme centre , avec AI — = pour 


rayon , décrivons un cercle qui coupe AD en G; et, enfin, 
du point G comme centre, avec ce même rayon , décrivons 
un cercle qui coupe AD en K et H, on aura 


LI RAR ECEET —DAELTS 
car 
AK + AH=2GF—=2AI=- AM => 


el 


AK MHAF AN AEZAN 10-24 


Le côté du polygone régulier de trente-quatre côtés inserit 
dans le cerele dont le rayon est OA, est donc égal à AK. 
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Formule de Lagrange pour le développement de certaines fonctions 
implicites.— Développement d’une racine de l’équation z = x + 12", — 
Autre application de la série de Lagrange. 


Formule de Lagrange pour le développeme nt de 
certaines fonctions implicites. 


Lagrange a donné, dans les Mémorres de l’Académie 
de Berlin pour l’année 1768, une formule remarquable 
par laquelle on peut développer en série une classe étendue 
de fonctions implicites (*). Laplace a donné ensuite de 
cette même formule une démonstration très-simple fondée 
sur le calcul intégral, et que Lagrange a introduite dans 
sa Théorie des fonctions analytiques (*). Plus tard, 
M. Cauchy en a publié une nouvelle qui a l'avantage de 
faire connaître le reste de la série (**). Nous présente- 
rons ici la démonstration très-simple et très-directe que 
M. Duhamel a donnée dans son Cours de Mécanique 
de l'École Polytechnique (FF). 

Soit une fonction z, d’une variable x, définie par l’é- 
quation d 


(1) 2€ +if (2), 


où £ désigne un paramètre et / une fonction donnée quel- 





(*) Voir le Traité de la Résolution des Équations numériques, Note IX, 
(**) Voir la 3€ édit, de cet ouvrage, que j'ai publiée en 1847, page 147. 

(***) Mémoires de l’Académie royale des Sciences de l’Institut de France, 
tome VIIT, page 130. 


(****) Deuxième partie, page 57. 
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conque. Nous nous proposons de former le développement: 
de z en série ordonnée suivant les puissances de f. 

On a, par la formule de Maclaurin, 


dz d’z 2e d'"z “Le 
DAS ENCT- ee t + RESTES Dr nee du 1 ———— + R,, 
ts) dt | QE Le CS AP ED 


. 











dz dise, | 
Z0s (— |) ,.., | étant les valeurs de z et de ses 
7. \dt jo (7700 


dérivées pour t — 0, et R, le reste de la série. 
En faisant t — 6 dans l’équation {1}, on a d’abord 


AIX 


et il ne reste plus qu’à trouver généralement la valeur de 
am z : 

—  pDOUF EE O06 

de P 


Considérant x et ? comme deux variables indépen- 
dantes, et différentiant successivement l'équation (1) par 
rapport à chacune d’elles, on a 


ART PA DS dz 


dz 
+, | tf" (2) —; 
Fe PE AGREE 


a æ— 
et, en éliminant f” (z), 


dz dz 


L + ® A g dz 
Cette équation fait connaître la valeur de (2) > Car 
ar /0 


pour —0o,ona 


dz 
DB NAN ICE = À 


Ars NU 


donc 


/ 2 


| L d?3\ A k "A 
Pour avoir la valeur de Gr) . différentions l'équa- 
: 0 { 


\ dt? 
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tion (3) par rapport à £, et ensuite par rapport à x; on 
aura | 

















dèz d2?z , dz dz 
de TE) dxdt +) dx dt” 
diz d'z ; dz ï 
OR +0 (SE 
» e LL “ , . 
en éliminant Tru 2e ces équations, et remplaçant 
lz ARE 
- par sa a valeur tirée de (3) , il vient 
d'z Le Au ' dz \!? 
ds Era + 2/26 GE) (4) : 
Le * Z 
et comme le second membre est la dérivée de f(z)? _. 
| Fe 


par rapport à x, on aura enfin 


se dz. 
EE O4 a | fe | 
(4) FFE SET dx 








Faisant maintenant 


il vient AE Ve 
ee ) MORE 


de? LE 


On peut continuer de la même manière pour former les 


/ d3z 


dérivées successives ( | , etC.; mais, pour éviter de ré- 


dt po 
péter sans cesse les mêmes réductions, nous commence- 
rons par établir une formule générale qui simplifiera 
l'exposition de la méthode. 

Soit &(z) une fonction quelconque, et diflérentiôns 


dz 


P (ap 
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par rapport à {, on aura 


do] : 





jee dz 4 d?z 
DA ZE TS Z 
dt ? dt dx u dx dt’ 

à la pl d a td sn: leurs valeurs 
ou, en mettant à la place de + et de 
précédemment écrites, : 

dz si à 
d + (z) | 
dx ET 14% bide 
ps MO 9 (2) 2e (5) + paf) 
Le second membre est la dérivée de 
dz 
CCHCE 


par rapport à x, on aura donc généralement 


nu, L'oeil eh 


Au moyen de cette formule, on aurait pu déduire l’é- 
quation (4) de (3), en supposant 9 (z) — f(z). 


Faisons maintenant ®(z) — f(z:)°, l'équation (5) don-. 
nera 
Me fe 
are] fret] 
dt 1 PU 


et par conséquent, en diflérentiant l'équation (4) par * 
rapport à {, on aura 

UZ 

ee] 


d3 z dx 


dt dx? è 


d? 





en diflérentiant cette dernière par rapport à 4, et se ser- 
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vant de l'équation (5) où l’on fera (o (z) (2) on aura 
dz 
d° RER 
d‘z RE fe =. ] 
“ HET dx L 
et Je dis que généralement 


dz. 
m—i MT A 
dues it Lf G) 


den dam” 


(6) 





Comme nous avons établi cette formule pour les valeurs 
1, 2, à de m, il suffit de démontrer que si elle a lieu 
pour une valeur quelconque de m1, elle a lieu aussi pour 
cette même valeur de » augmentée d’une unité. Suppo- 
sons donc que l’équation (6) ait lieu , et faisons o(z)—f{(z)" 
dans l’équation (5), on aura 


afrer à) 4 rer & | | 


TR. 


dt | dx 
diflérentions maintenant l'équation (6) par rapport à !, 
- 1] vient 
dz 


m "(o\MmHi = 
Am iz é |’ (a) æ | 
ES Lot 


dtn+i LA dx" 





équation qui se déduit de (6) en changeant en m +1. 
L’équation (6) est donc générale, et en y faisant {= 0, 
il vient 


d'z | H: ART (EN 
dem JD dem 


Le développement (2) de z sera done 


| t? dfix) t' du! {x n 
(7) 3 —= æ + tf(x)+ FE CAR + .,,+- MARS. EX PAR +R: 
PR Fe 1 20 ae dir! 


Proposons-nous maintenant de former le développement 
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d’une fonction quelconque F'(z) de z en série ordonnée 
suivant les puissances croissantes de £. 

On a, par la formule de Maclaurin, 


| AE d'EF\ # 
(8) r=rit (D) (DE) + 


Fe Es t" R È ” 
Er f'T DURE Nu 


/ 


f 


pe. 1F 
en désignant par F,, (Se) , etc., les valeurs de F et de 
(1) 


ses dérivées pour { = 0, et par R, le reste de la série. Le 
premier terme F, est égal à F (x); car on a z = x pour 


m ñ 
t— 0; il reste donc à déterminer généralement (Se) s 
[ +2 


fau 
On a d'abord 


dF NATURE, PUS 
= Fe P (ft) 


# 


et, en différentiant par rapport à !, 


dz 


e NES PPAEN PS 


dt? dt 


mais l'équation (5) donne, en faisant o(z) = F'(z2)f(2),. 


Aprrél “frore 








dt M dx É 
donc 
12 5, 48 
D [re ni 
PIE dx 


On déduira pareillement de cette derniere, en faisant 
usage de Péquation (5), 





v# 
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et l’on ferait voir, comme précédemment, qu'on a géné- 








ralement 
Le à k. dz 
(9) dt CHE: CSN Le Ur TUE 
ë Don Ur | 
Sant —'o8s — "x, Te — 1, cette formule donne 
ane) dm [P' (x) fa] 
( dt” RATE dx"— 

Le développement (8) de F(z) sera , par conséquent, 
{ » l F' 2 
(Re RCE 670 ça) RE AE 

or da (Be) a) 

Pal n—1 T/ x x)! 
\ Po Gr En CS 


Quant à la forme du reste, je ne crois pas devoir en parler 
ici, et Je renverrai le lecteur au Mémoire dans lequel 
M. Cauchy a développé cette question. 


Développement d’une racine de l'équation z =x+tz". 


En faisant f(z) — z" dans l'équation (7), on a le déve- 
loppement suivant: 


3m(3m — 1) 


Ch je + AM" t + AU x?! Lt? + x M? t° +, A 


122 AA 
Eee dc 


pour celle des racines de l'équation 
PET 12, 


qui se réduit à x pour { = 0. 
Le terme général u, de cette série a pour valeur 


am (nm —1).,.{(rm — n + 2) 
HU = ———— ———— 


pt! L': 
TL 3 
PDA ELU 
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et on en déduit 


Una I (2m + m) (nm + m—1)...(am+a) 
LR n M (am —n<+2)...(nm—n+m) 


FA ea 77 


1 à] 
pour de très-grandes valeurs de n, ce rapport est à peu 
près égal à 

mn 
m—1 t. 
(m — 1)" 


Il en résulte que la série précédente sera convergente, si 
cette quantité est inférieure à l’unité. 


Autre application de la série de Lagrange. 
La formule de Lagrange, appliquée à l'équation 
(1) 2—=C+ uw (), 
où et £ sont deux variables, dont la seconde est supposée 
assez petite pour la convergence de la série, nous donne 


FA SLE EL error, 


CDS UE LC 
et, eu diflérentiant par rapport à &, 


ds em d"[F'() fc) 
2) RO DN ,  rU 
Maintenant soient 

F'(2)= 2" et f(2) = 2321 
l'équation (1) donnera 


C—t dz 1 
= == —— 
ES d& DS 





et, par suite, l'équation (2) devient 


(G Fes p}st de D e d' ait +0 Ti 
1,2 


(1 — E jm Fe opt cd C1 


Nous ferons usage de cette formule dans la lecon suivante. 


La 
À Æ+. 
+, 


fe: 
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TRENTIÈME LECON. 


Solution d’un problème d’analyse indéterminée relatif à la représentation 
géométrique des fonctions elliptiques. 


La question que je vais développer dans cette leçon est 
extraite du Mémoire sur la représentation géométrique 
des fonctions elliptiques et ultrà elliptiques, que j'ai pu- 
blié dans les tomes X et XI du Journal de M. Liouville, 
et qui fait aussi partie du tome XI du Recuerl des Savants 
étrangers. 


Problème d'analyse indéterminée. 


Trouver toutes les solutions que peut admettre l’e- 
quation indéterminée 


e’ dz? 


\ dr LYS ET 
(1) x? + dy & — a) at 


où c est une constante réelle, a et « deux constantes 
imaginaires conjuguées, en ne prenant pour x et y que 
des fonctions réelles et rationnelles de z qui ne puissent 
étrennfinies que pour 2—aetz— Eu, 

Désignons, pour abréger, par ? l'imaginaire Vtt 
L'équation (1) peut s’écrire de la manière suivante : 


Lo dx + idy dx — idy 
2: 8 ————— = 
Ye cadz cdz | 


z — «a? z° — à? 
et comme + et y sont des fonctions réelles et rationnelles 
de z, les deux facteurs du premier membre de l’équa- 
tion (2) sont des fonctions rationnelles imaginaires et 





ip 
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conjuguées, ayant pour module l'unité. Donc, en dési- 
gnant par p et & deux polynômes imaginaires et conjugués, 
par w un angle réel et par e la base des logarithmes népé- 
riens , On pourra poser 


dx + idy REP dx — idy Er) 
DST C4 Te — 





cdz T cdz P 
z— a? 2? — @? 
ou 
Ô à Ne Ddz 

dx + idy = ce” Er ue , è 
a) m(z— a!) 

dx — idy = ce mul LH TDES HE —. 

p(é — a) 


La seconde de ces équations (3) se déduisant de la pre- 
mière par le changement de ? en — 5, il est inutile de la 
considérer ; en intégrant la première, on à 

71 nr de PUZ 

À) ZT +iYÿ = Ce Es —) 

(4 » lé Er 
eLil ne reste plus qu’à déterminer les polynômes p etw, 
de manière que l’intégrale du second membre soit algé- 
brique ; car, cela fait, on égalera x à la partie réelle du 
second membre, y au coeflicient der, et le problème sera 
résolu. 

D’après l’énoncé du problème, x et y ne doivent être 
infinies que pour z= La, z—æ+a, il en est donc de 
mème de x+1y et de x—1y; par conséquent, le déno- 
minateur & de la quantité sous le signe [ ue peut con- 


La 


tenir que les facteurs linéaires 
2H ON ONE ST", V2 HS TEE US 


et 1] en est de même du polynôme conjugué p; d'où il 
suit que p contient deux de ces quatre facteurs, et que & 
contient leurs conjugués le même nombre de fois respec- 
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tivement. On peut faire quatre hypothèses : 


1 p—(z— a)"(z2+ a, æm—(2— a)" (2 + a}; 
2% p—=(z—a"(z+a)ÿ, m—(2— a)" (z+ a); 
3%, p—=(z—a)"(z2+a}, &—(z— a)" (3 + a)"; 
4 p=(z—al"(z+aÿ, o = (z— a)" (2+ a 


Dans la première hypothèse, on a 


HR PME SE (za) 


Es z — a? FA (z on a EE (z 2e a) 


as 


dans la seconde, 


p  dz (2 — a)" (5 + a)" 


) 
/ 

DZ — a? (2 "Gr (gt at 
A 


\ 


ou, en changeant » en m+t, 


Do . dz (z — a)" (3 + a)" 


DZ a? AR (7 Es a} (a Era AV 


La troisième et la quatrième hypothèse donnent les mêmes 
dz 


D 
valeurs de Z er 
DZ — (1° 


» sauf que & et « sont changés l’un 
dans l’autre, ce qui ne produit que le changement insi- 
gnifiant der en —:. 

De tout cela, il résulte que les fonctions cherchées x et 


y seront données par l’une des deux équations suivantes : 


{ \ fl \n 
{ “ SAUREAUE M AS ET) 
@) RARE, er avt 0 
(2 — a)" (3 + a) 
>| PPT 1 (3 a} (240) 
(o) HT TE, CC rer 


L'équation (6) est comprise dans l'équation (5), si l’on 

admet des valeurs négatives pour #1; elle se déduit, en 

eftet, de l'équation (5) en changeant » en —(m+1). 
On obtiendra la condition pour que l'intégrale de l’é- 


quation (5) soit algébrique, en se servant du théorème 
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que nous avons établi dans la septième lecon; mais à1l 


convient auparavant de transformer cette intégrale. 
Posons j 


(a + «)° 2 
4aax ; 


et prenons à la place de z une autre variable #, telle que 


Zu Aa+a I 








Che ME ARIVIÈNS - 
d’où 

dz Se Lo de. 

(2+ a),  2a(«— a) er? 


on aura, après quelques réductions faciles, 


L (3 — a)" (2 + a)" 
(z — are (z peer: n +1 
+ (2) (a + a)" (CE — +)" 
UE JR 


(2 Ga ee (2 PT! 


Donc, pour que x et y soient: algébriques, il faut et il 
suffit que l'intégrale 


a 
À fe gr 
7) E (1 Va 248 ? + t + 


le soit. I faut donc qu'en développant 


(é à t)" ; À. 


(x Ua. LL arr 


en fraction simple, il n’y ait pas de termes contenant en” 
dénominateur la première puissance de 1 — t ou det;n 
mais la dernière de ces deux conditions entraîne l’autre FM : 
parce que le degré du dénominateur de la fraction ration- 
nelle surpasse au moins de deux unités le degré du numé- … 
rateur. (’oir septième leçon.) ve 


A 


La seule condition, pour que Pintégrale (7 


4 


} soit algé- 
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brique , est donc que la n° dérivée de 


(— Ë (3) 


(x AT nn? 


soit nulle pour {= o, ou que le développement de cette 
fonction, suivant les puissances de {, ne contienne pas 
de terme en {”. D'ailleurs nous avons trouvé, dans la lecon 
précédente, 


(6 — +}" =Y t den (e— 


(et OA, UT CC E 
la condition que nous cherchons sera donc 


dnem(e a+. LC fo 
(8) FE mem 


Cette équation en £ est du degré m, et ses m racines 
sont réelles et comprises entre o et r. Ce théorème se dé- 
montre immédiatement, en appliquant »2 fois de suite le 
théorème de Rolle à l'équation 


cite = 9; 


qui a mn racines égales à o et n égales à r. 

En désignant par € une racine quelconque de l’équa- 
tion (8), on aura 
(a+ a) 
(9) Ms. 


Œax 





NÉ: 


on pourra se donner, à volonté, le module o des imagi- 
naires a et #, et si l’on pose 


L 


(ro) LOURES 0 


les équations (9) et (10) détermineront a et +, qui seront 
bien, en effet, imaginaires et conjuguées, à cause de 
CSN. 

Considérons maintenant l’équation (6); comme elle se 
déduit de l’équation (5) en changeant »# en — (m + 1), on 








FT fre 


4 


he 
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peut admettre que la condition nécessaire pour que lin- 
tégrale qu elle contient soit algébrique, se déduit de l’é- 


quation (8) par ce même changement. Cette condition. 


sera donc 
aE=v" 
Fa 


{ er 
TH dé" Te”. 





Et, en faisant usage du théorème de Rolle’, on voit que 


cette équation a toutes ses racines réelles et plus grandes 
que r, en sorte que , si l’on pose 


(a + &}? 
4ax 


st 


les quantités a et « ne pourront pas ètre imaginaires et 


con] uguées. 


On voit enfin que l'équation (1) ne peut admettre de w< 


solutions réelles et rationnelles que celles qui sont données 
par l'équation (5), où #7 et n représentent des nombres. 


2 


entiers indéterminés, et encore faut-il, pour qu’elle en # 


admette effectivement, que la quantité 


(a + à) 


ad 


soit une racine de l'équation (8). 
Je ne parlerai point ici des applications que jai faites 


des résultats qui précèdent et je renverrai le lecteur aux 


divers Mémoires que jai publiés sur eette question. 
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